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Chapitre 1

Enonceés

1.1 Programmation non linéaire

1.1.1 PNL1

Soit le processus discret du premier ordre dé ni par I'équation récurrente :
Xn+1= Xn+ Un

que l'on désire amener d¥ étapes d'un état initiaty donné a I'état nal donnéy = 0, en minimisant

le critére suivant: ¢

_ON'li 1,2
C= an:IO Xn+ 3Un

(a n d'atteindrexy = 0 par valeurs inférieures dg, tout en minimisant I'énergie dépensée par la
commande).

1*) Ecrire le lagrangien de ce probléme.

2%) Ecrire les équations d'optimalité.

3*) Intégrer les équations récurrentes du systeme adjoint et du processus en fonkgienatsy o
(ou dey).

4*) Exploiter la condition de transversalité terminale pour établir la relation quidi@u y 1) axg.

5%) Donner la commande optimale en boucle fermée.

1.1.2 PNL2

Soit le systéme discret du deuxiéme ordre d'équation d'état:

Y
Xm+1= X0+ Yn

Yn+1= Ynt Upn

gue I'on veut amener en N étapes d'un état initial quelcondioné (Xo; yo) a I'état nal origine
(xn = 0; yn = 0) en minimisant la fonction codt:

Nj 11
C=a -\
n=02
1. Véri er que le systeme est commandable.
2. Résoudre le probleme par la P.N.L.
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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6 1. ENONCES

(a) Ecrire le Lagrangieh

(b) Ecrire les conditions de stationnarité du ler otdige = 0, L x, = O (conditions de transver-
salité poum = 0 etn= N). Pour cela, on notera,: 1 le paramétre de Lagrange associé a
Xn+ Yni Xne1= 0etyn. 1 le parametre de Lagrange associ@ & Unj Yne1 = O.

(c) Vérier que le systeme adjoint s'integre facilement en fonction des inconfigest y o
introduites en remplacement des parameétres de Lagrange associés aux conditions initiales.

(d) Elimineruy, des équations d'état et les intégrer en fonction des inconngiesy .
(e) Utiliser les conditions nales pour calculgg ety en fonction deg etyp:
(f) Calculer la commanday. En déduire I'expression de la commande en boucle fermée.
3. Résoudre le méme probléme quand I'état terminal est partiellement contraint par la condition
terminale parxy + yy = 0. Donner I'expression de la commande en boucle fermée.
4. Résoudre le méme probleme quand I'état initial est partiellement contraint par la condition initiale
parxp+ yo= 1:
(a) avec les conditions terminaleg = O; yn = O,
(b) avec la condition terminabey + yy = O.

Calculer, dans les deux cas, le meilleur point de dé@arty). Que devient I'expression de la
commande optimale en boucle fermée.

1.1.3 PNL3
Soit le systeme discret représenté par I'équation récurrente :
Xn+1= %+ Up

aveca 6 0 eta6 1. Sur I'horizon imposg0;N] on désire maximiser |'état naky a partir de
I'état initial donnéxg, en consommant toute I'énergyg disponible a l'instant initial. Plus précisément
on impose la contrainte :
AN A=y, (1.1)
29n=0"%n 0 :
1. Ecrire le lagrangien et les conditions d'optimalité.
2. Intégrer le systéme adjoint a rebotirst déduire la commande optimale en boucle ouverte du
respect de la contrainte (1.1).
3. Calculer la valeur théorique day atteint avec cette commande optimale.
4. Donner I'expression de la commande optimale en boucle fermée.

1.1.4 PNL4
1 1° H 0 1
Soit le systémen.1 = 2 1 Xn+ 1 U, que I'on désire amener en trois étapesXges
nooT (T
;(/O donné aXs = 0 tout en minimisant le critére:
(o
1i
C=3 ug+ U2+ uj
1. On donne la relation: -
g‘ 20Ni ) = Nél:‘la2k: 1j a2
n=1 k=0 1j &
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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1.1 PROGRAMMATION NON LINEAIRE 7

Trouver les commandes optimales par la programmation non linéaire :

1. Ecrire lagrangien, conditions d'optimalités et systéme adjoint.
2. Intégrer systéeme et adjoint en fonctionXieety 1.

3. Utiliser la condition terminale pour établir le relation qui donneen fonction deXp. En déduire
Ug en fonction deXp.

4. Donner les expressions deetl, en boucle fermée.

Pour vous éviter trop de calculs numériques, nous vous conseillons d'intégrer le systeme adjoint
en fonction du vecteuwy; (inutile de faire intervenir le vectewry). Par ailleurs, on vous donne :

1 1° i1 o1 1 2
= I:I-:I IT:I
A 2 1 A 2 il A 1 i1
3 2° 7 5° . 3 4
2_ 3_ P 2T = [
A 4 3 A 10 7 A 2 3
1 01° . 8 i 10°
et £ 6 6 =
il 5 : i 01

Remarque : Cet exercice est a rapprocher du méme résolu bien plus simplement par la programma-
tion dynamique.

1.1.5 PNLS
Soit le processus discret du premier ordre dé ni par I'équation récurrente :
Xn+1 = a¥+ Up
On veut I'amener, el étapes de I'état initiako = x3 donné a I'état nalxy libre, en minimisant :

1 Nj 1: ¢
C=Z é 'o@+ did +
2 n=0
1) Ecrire les conditions d'optimalité du premier ordre.

2) Donner le systeme d'équations récurrentes (d'ordre 2) dans le sens difectet y 1 en
fonction dex, ety n.

3) Intégrer ce systéme dans le cas particudier 1;c = 0; d = 1, en fonction du vecteur adjoint
initial inconnu.

4) Utiliser la condition nale de transversalité pour calculer ce terme inconnu. En déduire la com-
mande, et en particulier la commande en boucle fermée.

1.1.6 PNL6
Soit le processus discret du premier ordre dé ni par I'équation récurrente :
Xn+1= 2%+ Un

gue I'on désire amener d¥h étapes d'un état initialg donné a un état nal voisin de zéro, en minimisant
I'énergie de la commande. Pour réaliser cet objectif, on considere le critére & minimiser :

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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8 1. ENONCES

1¥) Ecrire le lagrangien de ce probléme.
2%) Ecrire les équations d'optimalité.
3*) Intégrer les équations récurrentes du systeme adjoint et du processus en fonggiendiy o

(ouy1). On donne la somme déktermes: q
Il .
: : 1 1 2Ny 2iN
Ni 2, oNj 4 _ 2
2% +2'+¢(H:2Niz+2—N =—3
4*) Exploiter la condition de transversalité terminale pour établir la relation quidiéou y 1) a
X0.

5%) Donner la commande optimale en boucle fermée.

1.1.7 PNL7

Soit le processus discret du premier ordre dé ni par I'équation récurrente :
Xnt1= Xni Un

On désire amener X étapes la variablg, d'un état initialxg donné a I'état nalxy = O tout en

minimisant le critere :
C=aN dunInuy

1*) Ecrire le lagrangien de ce probléme.

2%) Ecrire les équations d'optimalité.

3%) Intégrer les équations récurrentes et exploiter les conditions initiale et nale pour éliminer les
parameétres inconnus. Quelle condition doit vérpbgrpour que le probléme ait une solution.

4*) Donner la commande optimale en boucle fermée.

1.2 Programmation dynamique

1.2.1 PD1

Trouver, par la programmation dynamique, la trajectoire optimale qui améeNe=eB étapes le
systeme discret : 1
-1
Xn= 5Xnj 11 Unj 1
Yn=i 2Y¥nj 1+ Un; 1

du point de dépaitxo = yp = 0) en un point d'arrivédxs; y3) qui véri e :

X3+ y3=1
tout en minimisant le critere: ,
1
C= § =2
n=0 2
1.2.2 PD2
1 1° H 0 1
Soit le systémen. 1 = 5 1 Xnt+ 1 U, que I'on désire amener en trois étapesXges
H 1 (VI |
;0 donné aXz = 0 tout en minimisant le critére:
(o
1i
C= 3 ug+ uf+ u3
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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1.3 RRINCIPE DU MAXIMUM 9

Trouver les trois commandes optimales en boucle fermée par la programmation dynamique.

1.3 Principe du maximum

1.3.1 PM1
On considére le systeme linéaire du premier ordre :
X=u

partant de I'état initial donné&(0) = Xo. Appliquer le principe du maximum pour résoudre les
problémes suivants :

1) Au bout du temp§ donné, amener le systémexd) = 0, tout en minimisant le critére :
Zq

1
C= Z(P+ waddt
0o 2
2) Méme probléme, maigT) est laissé libre
3) Méme probléme, mais on consideére le critére :
Zy
1
C=  Z(2+ wdd)dt+ 22(T)
0o 2 2

a n d'amenerx(T) au voisinage de zéro.
4) Critére identique a la question 2), mais avec une diirgei est laissée libre.

Pour les questions 1 a 3 on expliquera ce que devient la commande en boucle fermée quiand
etpoutt niquand T ! ¥.

1.3.2 PM2
Soit le systéme continu du premier ordre dé ni par I'équation différentielle :
X=jXx+u

gue l'on désire amener au bout d'un tempsionné, d'un état initiakg donné a un état nal voisin
de zéro, en minimisant I'énergie de la commande. Pour réaliser cet objectif, on considére le critere a
minimiser : Z
_ 1,2 1,2
C=3x(T)+ . Zu-dt

1*%) Ecrire le hamiltonien de ce probleme.

2%) Ecrire les équations d'optimalité.

3%) Intégrer les équations différentielles du systéme adjoint et du processus en fonotioet de
Yo.

4*) Exploiter la condition de transversalité terminale pour établir la relation qyidiaxo.

5%) Donner la commande optimale en boucle fermée.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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10 1. ENONCES

1.3.3 PM3

On considére le systéme linéaire du premier ordre :
Xj X=u

partant de I'état initial donn&(0) = xo. Appliquer le principe du maximum pour résoudre les
problémes suivants :
1) Au bout du tempd donné, amener le systemexdT) = 0, tout en minimisant le critére :
Z1,
C=  Z(u?+ 3d)dt
0o 2
1.a) Ecrire les conditions d'optimalité donnant la commande optimale en fonctign &erire
I'équation différentielle du vecteur adjoint. Eliminer la commande optimale du systéme diférentiel ob-
tenu enx et y . Véri er qu'en élimant les termes ep ety dans ce systéme on obtient une équation
différentielle du second ordre erdu typeX; w?x= 0. Elle a pour solutiox= Ae"™ + Bé "' ouAetB
sont deux constantes a déterminer. Exprimer la solyti¢t) en fonction deA et B:

1.b) Utiliser les contraintes intiales et terminales pour calculer les constamel: En déduire
yo (que I'on exprimera en fonction d&#™ et xp) et la commande optimale en boucle ouverte, puis la
commande optimale en boucle fermée. Que devient-elle qudnd¢ et quand! T ni.

1.c) Calcule en fonction deA etB. Véri er qu'il est constant.

1.d) On considere maintenant quest libre et inconnu. Calculez sa valeur optimale (Il faut utiliser
une relation supplémentaire pour la trouver). Que devient la commande optimale en boucle fermée dans
ce cas ek(t).

2) Méme probléme, aveEk donné, maix(T) laissé libre.
2.a) Etape sautée car résultats strictement identiques a 1.a).

2.b) Utiliser la nouvelle condition de transversalité pour calcAlet B. En déduirey et la com-
mande optimale en boucle ouverte, puis la commande optimale en boucle fermée. QU yaQue
devient la commande en boucle fermée quand ¥ etquand! T ni.

2.c) Inutile car résultat identique a 1.c).

2.d) On considére maintenant quieest libre et inconnu. Calculez sa valeur optimale. Que devient
la commande optimale en boucle fermée dans ce ca@)et

3) Méme probléme avet donnéx(T) laissé libre, mais avec le critéere :
Zt
1 1
C=  Z(u?+ 3A)dt+ =x*(T)
0o 2 2

3.a) Etape sautée car résultats strictement identiques a 1.a) ou 2.a)

3.b) Utiliser la nouvelle condition de transversalité pour calcAlet B. En déduirey g et la com-
mande optimale en boucle ouverte, puis la commande optimale en boucle fermée. QU yaQue
devient la commande en boucle fermée quand ¥ etquand! T ni.

3.c) Inutile car résultat identique a 1.c) ou 2.c)

3.d) On considéere maintenant queest libre et inconnu. Calculez sa valeur optimale. Que devient
la commande optimale en boucle fermée dans ce ca@)et

1.34 PM4

Soit le systéme :
X= X+u

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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1.3 RRINCIPE DU MAXIMUM 11

Disposant d'une énergie, on désire amener le systéme en un tefhpe I'étatx(0) = xg a I'état
Xx(T) = 0en minimisant le critére:

C= ‘e (x+ u)zdt
0
L'énergie consommée étant égale a :
272
e= 0 Edt

1). On recherche le domaine commandable, c'est-a-dire la plage des valeurs irjtilé peut
ramener &(T)= Oenuntempd en dépensant toute I'énergie dont on dispBsBour cela on remplace
le critére initial par la maximisation de :

C=x5
Trouver la valeukg correspondante.
2). En supposant qug - Xp et que la minimisation du criteére nécessite une énaergiérieure a

— appliquer le principe du maximum et trouver la commande optimale en boucle ouverte (en

fonction det, T etXxg),
— en déduire la commande en boucle fermée (en fonctian et x(t)).

Quel est le domaine deg pour lequel I'nypothése - E est véri ée ?
3). Entre les deux domaines précédents, la minimisation du critére se fait avec la contrainte égalité :
u
—dt=E
0o 2
Ecrire les équations d'optimalité.
4). Résoudre ces conditions dans le cag du ¥ :

— Déterminerx(t), u(t) et la relation qui les lie (la valeur du gain constant).
— Utiliser la contrainte sur I'énergie pour calculer la valeur de ce gain.

1.3.5 PMS

Une cible se déplace a vitesse constagt&ur une trajectoire d'équation :
Xe(t) = L+ yet (1.2)

Un mobile régi par I'équation différentielliéj w?x = u est situé a l'instant initial = 0 enx = xg,
X = Yo. Ce mobile doit effectuer un rendez-vous avec une cible de telle maniére qu'a l'instarit oral
aitx(T) = x(T) etx(T) = y.. On cherche la trajectoire de rendez-vous qui minimise le critére :
Zy

1
C= “lus sz%dt
0o 2

1. Dans le cas ol est donné, résoudre le probléme de rendez-vous optimal a temps xé en appli-
quant le principe du maximum :
(a) Mettre sous forme d'état
(b) Hamiltonien
(c) Exprimer la commande optimale en fonction du vecteur adjoint

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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12 1. ENONCES

(d) Intégrer les trajectoires du systéeme adjoint et de |"état
(e) Calculer I'adjoint initial
(f) Donner I'expression de la commande optimale en boucle fermée loxsgug. = O:
(g) Simpli ez I'expression du Hamiltonien. Que remarquez-vous ?
2. On suppose maintenant gue= yo = 0, queT est inconnu et qug. ety. non nuls donnés par

I'expression (1.2). Calculez la valeur optimale et le critére correspondant.

— On pourra:soit développer I'expression du critére en fonctioi @t chercher la valeur de
qui minimise cette expression,

— soit utiliser les conditions de transversalité qui exprimen{T) etH (T) en fonction d'un
parametre supplémentaire inconnu, qui sera éliminé pour générer une expression qui permet
de calculer l'inconnud:

Sous quelle condition liart ety. trouve-t-on une solution ?
Quelle est la validité de cette solution ?

Remarque : Pour faciliter la correction on utilisera les notations suivantes :

y1(0)=ja
y2(0)=b

1.3.6 PM6

Soit le systéme continu du deuxiéme ordre dé ni par I'équation différentielle :

Ya
X=V

v=u
gue l'on désire amener au bout d'un tempsdonné, d'un état initiakg, Vo donné a I'état nal nul
x(T) = v(T) = 0, tout en minimisant I'énergie de la commande:

Z7

C=  iddt
0 2

1%) Ecrire le hamiltonierH de ce probléme et les équations d'optimalité.

2%) Intégrer les équations différentielles du systéeme adjoint et du processus en fonXigetdie
Yo.

3%) Véri er que le hamiltonierH est constant sur la trajectoire optimale.

4*) Exploiter la condition terminale pour établir la relation quiYie & Xo et donnet (T).

5*%) Donner la commande optimale en boucle fermée.

6) Cas de I'horizon libre. Exploiter la condition de transversalité$(F) pour trouver les valeurs
optimales dél'. Quelles conditions doivent véri exy etvp pour qu'une solution en temps ni existe.

1.3.7 PM7

Soit le systéme continu représenté par I'équation d'évolution d'état :
Y

X+ X=
y=i 30
On désire I'amener de I'état initial donr:lé X(0) ! = " ! al'état nal " X(T) ! = " X '
y(0) E y(T) o’
avecX le plus grand possible.
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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1.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 13

1. Ecrire le hamiltonien, la condition d'optimalité de la commande, le systéme adjoint et les condi-
tions aux limites.

2. Intégrer le systéme adjoint et calculer la commande optimale boucle ouverte en intégrant la
deuxiéme équation d'état.

3. Calculer la valeur théorique dyt atteint avec cette commande optimale.
4. Donner l'expression de la commande optimale en boucle fermée.
Remarque : Le probleme tr&ité consiste a amener le plus loin possible le systéme= u en

consommant toute I'énergie = OT%uzdt disponible. CetteRcontrainte égalité de consommation est
introduite sous forme d'une variable d'état supplémentaie tT %uzdt.

1.3.8 PMS8
Soit le systeme du deuxiéme ordre :
X=u
On note:
e= o L 2t
= .3

I'énergie consommée par ce systéme sur I'horizon de tdB)pE]. Appliquez le principe du maximum
pour trouver les extremum o[a(T)]2 qui correspondent &(T) = x(T) = 0, a partir des conditions
initialesx(0) = xg etv(0) = x(0) = 0 données, avec la contrairee E donné.

1) Mettre le systéme sous-forme d'état, écrire le Hamiltonien du probleme et les conditions d'op-
timalité. Montrer que la contraing- E doit étre saturée.

2) Intégrer le systéme adjoint et montrer que la commande optimale en boucle ouverte ne dépend
en fait que de deux paramétres inconnus que I'on naeed j, avecg = u(0).

3) Utijiser la condition terminale et la contrainte sur I'énergie pour calculer ces inconnues. On
6E
poseraG= T
4) En déduire les valeuss = x(T) qui minimisent ou maximiselit((T)]z.
5) De I'étude du signe du paramétre de Kuhn et Tucker associé a la cont#airie déduire le
signe donner & en fonction du signe de puis dexp, suivant que I'on maximise ou minimi$E(T)]2.
En déduire le domaine d'optimalité de la commande trouvée en fonctignsigvant que I'on maximise
ou minimise[x(T)]?.

1.3.9 PM9

On considére le systéme continu du deuxiéme ordre dé ni par I'équation différentielle :
Y%
X=y
y=u

On désire I'amener de sa position initiat€d) = y(0) = 0O, a la position naley(T) = 0 etx(T)
maximal avec I'énergie limitée :

VA
T1
“uidt= E
0 2
Pour résoudre ce probléme par le principe du maximum, on introduit un troisiéme état en posant:
1,
z= ~u
2
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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14 1. ENONCES

La contrainteROT lutdt=E devientROT zdt= z(T) | z(0) = E. En choisissanz(0) = 0, il vient
z(T)=E.

1) Trouver lex(T) maximal atteignable en appliquant le principe du maximum. On prendra
i X(T) comme critére terminal & minimiser.

2) Méme question lorsqugT) est quelconque.

1.3.10 PM10

Soit le systéme continu représenté par I'équation d'évolution d'état :
23

X= ax+u
y=i 3u
H 1 H « |
aveca 6 0. On désire I'amener de I'état initial donné;;O a l'instantt = 0, a I'état yT a
(o} T

l'instant nal T donné, avegr = 0 etxr maximal.

1. Ecrire le hamiltonien et la condition d'optimalité, le systéme adjoint et les conditions aux limites.

2. Intégrer le systéme adjoint et calculer la commande optimale boucle ouverte en intégrant la
deuxiéme équation d'état.

3. Calculer la valeur théorique oyt atteint avec cette commande optimale.

4. Donner l'expression de la commande optimale en boucle fermée.

1.3.11 PM11

On considére le systéme linéaire du deuxiéme ordre :

Yo

X=j X+u
Ve (1

que I'on désire amener au bout d'une dufiéde I'état initialx(0) = xo, y(0) = yo donné a un état
nal véri ant la contrainte :
x(M+y(M=1

tout en minimisant le critére : Z1q
C= . Euzdt

Etudier ce probléme par le principe du maximum. On écrira;

1) le HamiltonierH,

2) les équations différentielles du systéme adjoint que I'on intégrera en fonction des conditions
initiales inconnuey (0) = ypetj (0)= jo.

3) la commande optimale qui maximiseH

4) On intégrera ensuite les équations (1) en fonction des parany@tets o.

5) On utilisera les conditions initiales, terminale et la condition de transversalité nale pour établir
les relations qui lieny g etj ¢ axp etyo.

6) Calculeryg et o dans le cas obg etyp sont liés par la relationpel T + yo = 1. Quelle est la
commande optimale dans ce cas ?

Rappels:

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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1.3 RRINCIPE DU MAXIMUM 15

L'équation différentiellez+ az= 0 a pour solution générale= Ae ol A dépend de la condition
initiale.

L'équation différentiellez+ az= B+ C€™ a pour solution générate= A%l &+ B+ _C.ebt o AO
dépend de la condition initiale.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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Chapitre 2

Solutions

2.1 Programmation non linéaire

2.1.1 PNL1
1%) Lagrangien:

2 Nj 1

17

i ¢
_ aNj1! 1,2 . .
L =a,55 Xt 35Uy + AR oY1 (Xn+ Uni Xne 1)+ h(Xoi XS)"'XXN

2%) Conditions d'optimalité :

Ly, = U+ Yne1=0! Gh=1i Yne1

Lx,=1+ Yn+t1i Yn=0!

L= 1+yi+h=0!

Ly=iyntx=0!

Yne1= Yni 1pourn=1aNj 1 (2.2)

y1=i hi 1,onposej h=yqo

ynN = X inconnu (ignoré)

En posany o= i h, on étend I'équation 2.1 de= Ojusqu'aNi 1.

3*) Intégrations :
a) Du systéme adjoint. :

Y1=Yoi
Yo=Yii
Yn=VYn

D'ou:

1 = yoil
1 = VYyoi?2
1i1l = Yoin

Un=1i Ym1=i Yot n+1l

b) Du processus:

X1 = Xo+ Up = Xoi Yot1
X2 = X+ Ug = Xij Yo+ 2
X3= Xo+ Up = X1j Yo+ 3
Xn= X1t Unj1 = Xpj1i Yotn

>

-
1348
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18 2. SOLUTIONS

D'ou par sommation:

N(N+ 1
X =Xi Nyo+ N+ D > )
4*) La relationxy = 0 implique :
_1 N N+ 1
Yo= NXo 5
5%) Commande en boucle fermée. On a:
1 N+ 1
U=1iYo |NX01 5
Qo= 1 N 1;i N
o= i NXo 5

d'otl la commande en boucle fermée, lorsqu'il relNte k étapes:

oo L, LliN+k
k—INikk >
2.1.2 PNL2

Premiére question - Commandabilité

Le systeme est commandable si on peut I'amener d'un état quelconque a un état nal désiré en
un nombre ni d'étape. Comme la contrainte terminale est constituée de deux équationscf, et
YN = Yu) » il faut au moins deux étapes pour introduire deux inconniges et uy; 2.

Posons: m 1 TR

XN = 11 XNil+

01 Unj 1= AXN; 1+ By 1

1
Il en résulte les équations:

17
XN = AXN; 1+ Bunj 1

! = AZXy: o+ ABWy: 2+ Buy:
X 1= AXu; 2+ By, XN XNj 2 W; 2+ Buyj 1

Ce qui s'écrit matriciellement :

£ Qu UN: T
Xui A%i2= AB B NiZ
UN; 1
En continuant l'itération, on aurait :
0 1
UN; k
K £ o .
Xni A% k= Al ¢¢¢AB B
UN; 2
UN; 1

Pour amener ce systemeXig quIconque & donné, il faut que ce systeme ait (au moins) une
solution, ce qui suppose que la matricéi 1 ¢¢¢ AB B soit de rang 2 (le nombre d'équations).
Le Théoréme de Cayley-Hamilton indique qu'une matrice est solution de son équation caractéristique.
Pour la matriceA qui est d'ordre 2, cela signi e qué?, A, etlos» sont liées. Autrement dit qué? est
une combinaison linéaire deet |,z 2, ce qui signi e queAzB est une combinaison linéaire & et B,
et de méme pour les puissancesfdeupérieures a 2. Il est donc inutile de considérer2.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINEAIRE 19

£ o
Calculons le déterminant deAB B

Le systeme est commandable.
Deuxieme question - Résolution par la P.N.L.
a) Lagrangien:
NE »
L = néo EU%"']' m1(n+ Yni Xor 1)+ Y1 (Yn+ Uni Y1)

+hi(Xoi xg)+ h2(Yoi Yo)+ xa(xni XQ)+ X2(Yni YN)
b) Conditions du premier ordre :

Lunzant/z}/ml:O! Un =i Yn+r1
Ly=0; Cwa=Jmaifn=0 pourn= 1aN;j 1
1/2Lyn:/n+l+}/n+1i)/n:0
Lx =0: ::xoil:li hl_zo_
yLlyw=J1ty1i h2a=0

LXN:ijN+Xl:O

Lx,=0:
x” Ly =iyn+x=0

En remplaganhy parj o et h pary o on supprime les conditions de transversdlitg, et on étend
le systéme récurrent adjoinina= 0, avecj g ety inconnus.

Les conditions de transversalitéx,n'apportent rien (dans ce cas) car elles introduisent autant
d'inconnueshouvellegyue d'équations.

¢) Intégration du systéme adjoint en fonction des inconpges y o.
C'est immédiat :
Jn=cte=jo
Yne1=Yni Jo! Yn=Yoi No
d) Intégration des équations d'état en fonction des inconpigesy .
On utilise :
Un= i ¥ne1=(n+ 1)joi Yo

La deuxiéme équation d'état devient:

Ynt1= Yot (N+ 1D)joi Yo

D'ou:
Y1= Yo+ joi Yo
Y2=Y1+ 2j0i Yo
¢ece

Yn=Yn 1+ Noi Yo

soit en ajoutant :
n(n+ 1)

n
Yn= Yo+t & Kjoi NYo= Yo+ ——=—Jjoi NYo
k=1 2

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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20 2. SOLUTIONS

La premiére équation d'état donne:

X1 =Xt Yo= Xt Yo

Xo= X1+ Y1= X1t Yo+ joi Yo

X3= X2+ ¥2= X2+ Yo+ 3joi 2Yo
¢cece

ninj 1)
2

= Xnj 1t Ynj1= X1+ Yot Joi (ni Dyo

D'ou:
k(kj 1).

——joi a1 (ki Dyo

Xn= Xo+ NYo+ 8- >

Soit: i ¢
nn? 1. n(njl
6 Joi >

Xn= Xot Nyp+
D'ou pourn= N:

i, ¢
N N“i 1 . N(Nj 1)
6 Joi > Yo

XN = Xo+ Nyo+

, N(N+1)

YN = Yo 5 Joi Nyo

e) Les conditions nales imposert = yy = 0. D'ou le systéme :

0 i ¢ 1
N'N“ 1 NNNj D) p 9 M T
%) 6 | 2 & Jo =, Yot Nyo
N(N+1) N Yo Yo
- |
2
D'ou:
0 12 6 1
[V | i M il
Jo . %) N(NZ2j 1) N(N+ 1) g( Xo+ NYo
Yo i 6 E Yo
N(Nj 1) N
f) Commandayg etu, en boucle fermée:
Ona:
U=1iY1=Jjoi Yo
Soit: .
u _ ] 6 i >u XO ﬂ
"' N(N+1) Ny
D'ou: .
>|"l ﬂ
6 4 X
UnBF = j nMes (2.2)

(Ni P)(Nj n+1) Njn YnMes

Troisieme question - Contrainte finale Xy + yn = 0

Dans ce cas, il n'y a qu'un parametre de Lagrangqui apporte le termex (xy + yn) dans le
lagrangien. Les conditions de transversalité nales s'écrivent:
1 '
Ly =ijntx=0
Lyw=iyntx=0

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINEAIRE 21

Soit en éliminanix :
yni jn=0

D'ou les nouvelles équations qui lieng, y o, Xo €tyo:

Yni Jn=0! yoi (N+1)jo=0
X+ =01 Ko+ (N+ Do+ SN(N+2)(N+ joi SN(N+ D)yo= 0

i ¢
N'N2j 1. N(Nj 1)
) Yo

= Xo+ Nyg+
XN = Xo Yo 6 oi >
N(N+ 1) .
YN= Yot %]Oi Nyo

Ce qui s'écrit matriciellement :

S VO 1 l
N(N+2g(N+1) N(N2+1) jo o Xo+(N+ 1)y0

N+ 1 i1 Yo : 0
D'ou: A |
pooo | 6 3 M
Jo _ . N@N+5)(N+1)  4N+5 Xo+(N+ 1)yo
- 6 . N+2 0
Yo (@N+5)N I 2N¥5
et: (N+ 1)
. Xo+( N+
U= joi Yo=6 Yo

(4N+5)(N+ 1)

D'ou en boucle fermée :

u _ XnMest (Ni N+ 1) Ynmes
"BF T P@NG 4n+ 5) (N n+ 1)

(2.3)

Quatrieme - question - Contrainte initiale Xo+ yp = 1
Dans ce cas, il n'y a gu'un parametre de Lagrahggui apporte le termé (Xo+ Yoi 1) dans le
lagrangien. Les conditions de transversalité initiales s'écrivent :

: _ Yo Yo

Lx=Jj1i h=0! jo=h , Jo=h

Lyy=Jj1+y1i h=0! yo=h = yo=h
Soit en éliminant :

Joi Yo=0
Le reste du probléme est inchangé, mais maintergaat yo ne sont pas donnés mais seulement
liés par la relationg + yp = 1.

a) Dans le cas oxy = yn = 0, les 4 inconnuesg, Vo, j o ety sont liées par les relations :

8
N(N2j 1) . ;
3 X+ Nyo+ (Vi2)j 5 NNiDy o= g
yo+ Mo Nyo=0
3 XotYo=1
' Joi Yo=20
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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22 2. SOLUTIONS

D'ou le meilleur point de départ:
Ya

— o N+1
X0 = 22N+-é 1
Yo=i 2N 1

gui correspond a:
. 6

Jo=Yo= N(NT D(2N; 1)

Remarquons que la commande en boucle ouverte :
6n
N(Nj 1)(2Nj 1)
est nulle poun= 0. Elle ne permet donc pas le calcul de la commande en boucle fermée. La commande
en boucle fermée n'est a considérer qu'en présence de perturbations susceptible de rompre la contrainte

introduite parxp+ Yo = 1. Pour calculer la commande en boucle fermée, il faut donc ignorer cette
contrainte ce qui nous rameéne au probleme initial. La commande en boucle fermée est donc donnée

Uh=(n+1)joi yo=

par (2.2), soit: . u q
UnBF = i 0 4 Xnes
(Ni m(Nj n+1) Njn YnMes
Remarquons qu'en partant du point de départ optimal, on a bien :
oo g T e T
UBF =i <7 TN =0
N(N+1) N i N1

b) Dans le cas oxy + yn = 0, les 4 inconnuesg, Yo, j o €ty o sont liées par les relations :

8
3 Xo+(N+ 1) yo+ IN(N+ 2)(N+ 1)joi sN(N+1)yo=0

Xo+tYyo=1
3 Yoi (N+1)jo=0
Joi Yo=0
D'ou:
Jo=Yo0=0
et le meilleur point de départ: 1,
— N+1
X0= "N
Yo = i%

Remarquons que la commande en boucle ouverte :
Un=(n+1)joi yo=0

est toujours nulle. Elle ne permet donc pas le calcul de la commande en boucle fermée. Comme précé-
demment, la commande en boucle fermée n'est a considérer qu'en présence de perturbations susceptible
de rompre la contrainte introduite p&s+ Yo = 1. Pour calculer la commande en boucle fermée, |l
faut donc ignorer cette contrainte a la question 3. La commande en boucle fermée est donc donnée
par (2.3), soit:
Unge = 6 XnMest (Ni N+ 1) Ynmes

(4Nj 4n+5)(Nj n+ 1)

Remarquons qu'en partant du point de départ optimal, on a bien :

i N+
(4N+5)(N+1)

UoBF =

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINEAIRE 23

2.1.3 PNL3

Premiere question - Lagrangien et conditions d’optimalité
Le critere & minimiser s'écrit :
C=ij XN

D'ou le lagrangien :
o i i o i ¢ o
L =ix+ &N dynei(@a+ Uni X))+ 1 38N GU2T yo + h(Xoi X)) (2.4)

ou le termeh (Xoj Xp) peut étre omis.
Equation d'optimalité de la commande:

Ly, = Y1t/ 0n=0pourn=0aN;j 1 (2.5)
Systéme adjoint ;
Ly, = ayn+1i Yn=0pourn=1aN;j 1 (2.6)

Transversalité initiale :
Ly=ayi+h=0

On poseyo = j h (inconnu) et on étend I'équation (2.6) paur 0.

Transversalité nale:
Lww=ili yn=0 (2.7)

Deuxieme question - Intégration systeme adjoint et commande boucle ouverte
Compte tenu de linitialisation (2.7) l'intégration a rebours de I'équation (2.6) donne:

yn=il
yYNi1z=i a
YN 2= | @
Soit:
yn=jali"

D'ou la commande en boucle ouverte tirée de (2.5):

O = %a'\“ ni b (2.8)

En reportant cette valeur dans la contrainteg/gan obtient :

ol N 121 :
Yo= 5ang aVint = Wa{llaz(“' K
D'ou: :

, 1 1; N

2yo (i @)

Le contenu du crochet étant toujours positif, il vient :
s

1- aZN
=8 S

2yo(1i &)

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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24 2. SOLUTIONS

d'oul la commande optimale en boucle ouverte:
s
U= § aNi n 2yl(1l a2)
1i a2N

Troisieme question - Valeur atteinte par xy
X = axp+ falil
Xo= axg+ falNi 2= a?xo+ falV+ fali 2
¢ee . ¢
= axy 1+ 1a0= alxo+ 1 aNi D+ ¢ogale 1

Or:

N D+ ¢eea’+ 1= 21 %y
D'ou:
xn = %o+ 2/ Yo

Comme on cherche a maximisey;, il faut choisir/ positif, d'ou:

s
2yo(1j a?N)
— AN
= a + A L BN
& X (1i a2

Quatrieme question - commande en boucle fermée
On l'obtient en remplacant dans I'expressiondgeles expressions faisant référence a I'étape 0 par
des expression faisant référence a I'étape en aoatda durée total®l parNj n:

s S

. 2% (li @), . o 2(1i @)
= N P S| = Nj n AL N
Uo= a 1N Upge = @' 1 2200

Dansdy, le paramétrg/y représente I'énergie disponible a l'instant 0, il faut donc remplgggrar y,
énergie disponible a l'instamt

2.14 PNL4
Le lagrangien s'écrit:

_ }i 2 2 2¢ T . T . T .
L = 5 Ut Uity +y, (AXo+ Buwi X1)+ yo (AXi+ Buri Xo)+ yq (AXo+ Blpj X3)

+h" (Xoi X5)+ x"Xs

Ly=u+BTyi1=0! u=;B"yjpouri=0a2

L x, = ATy1+ h = Oinutilisée

Lx=Ayis1i yi= Opouri= 132! yis1= ATy

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINEAIRE 25

L x, = Xi ys3= Oinutilisée

Intégration du systéme en fonction Hgety 1

X1 = A%+ Bup= A% BBy, _
Xo= A%+ By = A' A% BBTy; i BBTy,= A% ABB'+BB'A T¢y1
Xs= A%+ Blp= A' A2 'ABE'+ BBTA T¢y1 i BBy

= A3%yi 'A2BBT+ ABBTAI T+ BBTAI 7Ty,

K 1 l'ﬂ Hs 1 1
M= A?BB" + ABB'A T+ BBTA 2T = Mil= ¢ 158
il 5 & s
Hogs o T
— A3y . _ — i 1a3 — 6 3
X3= A% My1! yi1=NXpavecN= M “A°= § 2
3
D'ou U = KgXp avec: i ¢
Ko=iB'N=j ¥ 2
Calculonsu; etu, en boucle fermée.
H 1 1 1
Xz (A+BKX= S5 T Yol Xo=(A+BK)' X
6
avec:
H 1
- 6 6
+ il
et:
u =i BTys=i BTA TNXo = j BTA TN(A+ BKy)' * X1 = KiXg
avec: i ¢
Ki=i BTAITN(A+BKy)i t=j 3 2
H 1 1 1
Xo = (A+ BKy) X1 = 1 X1 non inversible
| |
et:
— . nT — . pTAi 2T — . pTAi 2T il — O_.i ¢
u2—|By3—|BA' NX =i B A N(A‘l‘BKQ)I Xl—KgxlavecK2—| 11
H 11 1
Théoriguement,on ne peut inversér= 1 i1 X1 pour exprimeiu, = Ky Xp, mais on voit
| |

[ ¢ . . . , . . ,
queu,=i 1 1 X;correspond soit@ x, Soit ay, qui seront égaux si tout est parfait entre les étapes
2et3.D'ouuz=j X2 0UUp = Yo

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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26 2. SOLUTIONS

2.1.5 PNLS

Le lagrangien s'écrit:

N1 ¢ xR o
L=a 5 R+ dB + Ve 1 (3% + Uni Xor1) + S+ h(xi X))
n=0

La commande optimale est telle que:

9L .
o 0! dun+ yne1=0! Gn=j y’gl ;N2 [O;Nj 1]
Systéme adjoint :
)
IL 1
v 0! fox+ayne1i yn=0!  yn1= a(yni C%) s N2 [LNj 1] (2.9)
n
Condition de transversalité initiale :
Ezol fexo+tayi+h=0 (2.10)
fxo '

Avec 2.10, en posarit = | yo on étend 2.9 poun= 0 avecy o indéterminé (qui remplack).
Condition de transversalité nale:

7L
ﬁ—XN=0! fi yntxXn=0! yn= Xy
Equations récurrentes en fonction du paramgge
( Y i ¢
Xn+1= i )/:1;1 | Xne1= At o5 Xnj dfla)/n
: _ . 1
Yne1= i SXnt 2¥n Y1= i £%n¥ 3¥n
Cas particuliea= 1,c= Oetd= 1:
Yo
Xn+1= Xni Yn
Ynt1=Yn
D'ou:
Yn=Yo
et:
X1= Xoi Yo
X2=X1i Y1=(Xi Yo0)i Yo= Xoi 2Yo
X3=X2i Y2=(X0i 2Yo0)i Yo= Xi 3Yo
Xn= Xoi NYo
D'ou:
XN = Xi Nyo

L'équation de transversalitd;j yn = Oimplique:

Xoi Nyoi yYo=0

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINEAIRE

27

Soit: %o
Yo= N+ 1
D'ou:
N . _. X
U=1iY1=iYo=i N+ 1
Soit en boucle fermée:
G, = Xk
KT NG k+ 1

2.1.6 PNL6

1%) Lagrangien:

Nj 11,2, 2aNj

L = %Xﬁ"' Ano sUp+ an=6LYn+l(2Xn+ Uni Xn+1)+ h(Xoi Xo)

2*) Conditions d'optimalité :

Luy=U+Yn1=0! Un=1j Yne1

Lx = 2Vne1i ¥Yn=0! Yne1= 3¥n

|—xN:XNin=0 3
Ly=2y1i+h=0

En posany o= i h, on étend I'équation (2) de= N 1jusqu'aO.

3*) Intégrations :
a) Du systéme adjoint. On a immédiatement :

1
Yn= ?yo

b) Du processus:

X1= 2X0i Y1

X3= 2% Y3 i %Yo

|
R

207 3¥0 = 200 3Yo0
Xo= 24i Y2 = 24i sYo = 2% Yoi Yo
200 2yoi 3Yoi %Yo

D'ou: :
= 2% 22+ N4y ¢ 2N7112+ =
Soit: _
= 2"%0i 2Ni32|Nyo

4*) La relation (3) implique :

Mo | 2Ni32iNyoi ZiNyo= 0
d'ou:

3g 2N 3
Yo= oSNy onNX0T 1o N0
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2. SOLUTIONS

5%) Commande en boucle fermée. On a:
- _ . _ .1 32
U=1iY1=i é}/o— [ mxo
d'ou la commande en boucle fermée, lorsqu'il relte k étapes:

3=2

U = j ka

Annexes : Autres approches pour intégrer le systeme aux deux bouts.
a) Utilisation de la transformée en z:
Onaxpe1= X+ Un€typer = %yn avecl,= i Yn+1, d'OU:
— .1
X+1= 2%i 3Yn
—1
Yn+1= 5Yn
En prenant les transformées en z on obtient:

Z(X | X0)= 2X j 3Y

z(Yi yo)= 3Y
D'ou:
[ ¢ z i,
Yzi 3 =zy0! Y= -"5yo! yn= 3 ¥o
Zj 5
qui était évident, et:
X (zi 9= 20i Y1 X = —Zoxoi € Yo
? i 270 %'z 3 (21 2)
qui se décompose en: A !
1 2
= % y+ 6 . 3
Zi 2X0 Zi %| Zi YO
D'ou nalement: q
u
1i%1, 2.,
Xn= 2%+ = 3Ty Zonl
n Xo 6 2 3 Yo
17,6
=%+ 312" Yo
b) Par calcul d&\". Matriciellement, on a:
H T u fin T
X1 _ 2 i3 Xn
Y1 0 % Yn
La matrice d'évolution se diagonalise sous la forAre MLMi 1:
Auzi%ﬂ_ullﬂuzoﬂuliéﬂ
- 1 - 1 1
0 3 0 3 0 3 0 3
D'ou: ; ¢
An_Hll'ﬂllznoﬂuli%'ﬂ_Uzn %Iz%|2”ﬂ
- 1 1 - 1
0 3 0 = 0 3 0 5
gui donne également: 3
_ n l |1¢ n
Xn= 2%+ 3 2 | 2" Yo
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.2 PROGRAMMATION DYNAMIQUE 29

2.1.7 PNL7
1%) Lagrangien:
L = UnInun+ &gy ne1 (i Uni X))+ W (Xoi X0)+ X (i O)
2%) Conditions d'optimalité :

Ly =InUp+ 1j yne1=0! INGh=yne1i 1 (D)

Lx,= Yne1i Yn=0! Yne1=Yyn (2
Lyw=iyntx=0 (3
Lx=Yy1+h=0 (4)

(3) et (4) n'apportent rien.

3%) Intégrations :

(2) impliquey, = constante notég,.

(1) et (2) impliguenu = constante, notée
D'ol en sommant:

X1= Xoj U
X2 = X1i U
cee
XN = XNj1i U
on obtient :
XN = Xoi Nu
xn = Oimplique::
u= 2
N

Pour que le systéme ait une solution, il faut, en particulier, pouvoir calculer le critére, c'est-a-dire
exprimerlnu. Il faut doncu > 0, soitxg > 0.

4*) Commande en boucle fermée. On a:

d'otl la commande en boucle fermée, lorsqu'il reNte k étapes:

. Xk
U =
K Nij k

2.2 Programmation dynamique

22.1 PD1

Lorsquexs + y3 = 1, on aRs(x3;y3) = 0. Considérons un état nal qui vérie la contrainte et
remontons la trajectoire :

Ve 1
X3= 5X2t Uz

Y3= i 2y2+ U2
1 1 1
1= -X2j +2up) U= y2i =X+ =
X2l 2y 2) U= Yo 227 3
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2. SOLUTIONS

La derniére commande est donc imposée. Il en résulte que:
H T2
~ 1 A 1 1 1
R . = T2+ R . - = VR B
2 (X2, Y2) >0 3(X3,Y3) 5> Yai et s
A l'étape précédente on a:
1/21 Ya
Ri(aiyn) = opt SUL+ R (%23 ¥2)
|

avec: 1

X2 = %Xl"' Uz
Y2= i 2y1+ U
D'ou:

( )
Ri(x1;y1) = opt }u2+}H '1x+1‘”2
1(X1, Y1) = u|p(21 > )/2|42 5 )
= opt *U2+}ui 2y1+ U }u}X1+ u1ﬂ+1ﬂ2
V] 2 1 2 4 2

fRi_25 3 3 .3
fu, 16 1 V1 347 g
D'ou:
24 3
u1_275y1+ %Xll 25
et:

R 1 2
Ri(x1;¥1) = ===(16y1+ x1i 4
101 = 550 (16y1+ X i 4)
A I'étape précédente on a:
1/2l Ya
Ro(x1yo) = opt SuG+ Ra(xaiy1)
U
avec: A
X1 = 3%+ Up
Y1= i 2Yot Uo
D'ou:
Ya Ya

N 1
Ro(Xo;Yo) = opt ~u§+ 500101+ X 4)?

H 1 '"2)
B+ 500 16(i 2yo+ ug)+ 5%+ Wi 4

TR, 389 136 17 17
fu, _ 10000 25Y07 20071 25
D'ou:
544 17 68
—Voi =—==Xo+ —
778 389
Soit a partir dexg = yg = O:

>
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2.2 PROGRAMMATION DYNAMIQUE 31

Il en résulte: VA
Y1— [ ZYO+ Up = 3%89
D'ou:
Oy = Eai —X1i ==
1= 265917 501 25
_ 24,68 368 6
= 25" 389" 50” 380 25
- . 24 — . . i 2
=i 3g97 | 6:1697£ 10
Il en résulte :
V2 24 10
Xo= sx+u= 3£ 58 28 = 10 = 257078 10 2
Vo= i 2t U= | 28 3ol mo= i 359= i 41131
Dlou: 1 1 160 1_ 10 1 32
U= Yoi “Xo+ 2= j o—j £ - +_= = 8:2262f 10 2
2= Y2i 2% 571 3591 1% 389" 27 389
Il en résulte :

Y
_1 _1p 10, 32 _ 37 _ i
X3= 5%+ U= 5 £ 389" 339 = 389 = 9:5116£ 10 2

Ys=i 2y2+ U2— 2£ 183+ 32 = 32-:90488

On constate bien que:

- 352 :
37 Y37 389" 389"
2.2.2 PD2
Derniere étapdi, est contraint par :
Yo Y
x3=Xe+y2=0 ;L Xe= iy
y3= 2%+ Yo+ =0 ° U= (22+Y2)= i X=Y2
2R, = (5= x5
Avant derniére étap€l; contraint par :
8
< X=Xty
Y2= 2+ y1+ g P b= (3t 2y1)

Xo+ Y= 3xy+2y1+ U= 0

2Ry = 05+ 08 =(3x+ 2y1)° +(xa + y1)° = 104 + 14xyy1 + 5y3

Etape précédente standard :
¥

© a X1 = Xo+ Vi
2Ro= min W3+ 10+ 1dxqy; + ! 0
Ro min ug O+ 14x1y; + 5y2  avec V1= 20+ Yo+t Uo

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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32 2. SOLUTIONS

2Ry = U3+ 10(xo+ Yo)* + 14(Xo+ Yo) (2X0+ Yo+ Uo)+ 5(2%0+ Yo+ Up)®
d
—_— = + + =
dt (2Ro) = 12up+ 34xp+ 24y0= 0

N 17
Uo=i Xoi 2yo

et a titre indicatif2Ry = 32x3+ 14xoyo+ 5y3

2.3 Principe du maximum

23.1 PM1

Premiere question
Le hamiltonien s'écrit : 1
H= yuj é(u2+ w2x2)
Le hamiltonien étant stationnaire, on aura:
H = cte
La commande optimale maximise le hamiltonien, d'ou :

Hi=yi G=0! a=y

Le systeme adjoint s'écrit:

Y = i Hy= wx
En reportant la commande optimale dans I'équation d'état, on obtient le systeme différentiel en
Xy %
X= y
Y1 x= w
y = WX

L'équation caractéristique de cette équation différentielle linéaire a pour racmesw. Il en
résulte la solution générale :
x= Ae"+ Be ™

Par ailleursx= y donne immédiatement :

y = w(Ae™; Bé ™)
Conditions aux limites :
— X(0) = xg est donnéy (0) estinconnuA+ B= xg

— X(T) = Oestdonnéy (T) estinconnu Ae"™ + Bé WT = 0
La résolution de ces deux équationsfeB donne :

@l wT eWT
A=j WXO ; B= WXO
D'ou y (0) :
eVl +¢e Wl
y(0)= w(Aj B)=i Wit g w07 | Wxo coth(wT)
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 33

On en déduit la commande initiale :
u(0) = y (0)= j wxocoth(wT)
et la commande en boucle fermée :
U= j Wxmescoth(w(Tj 1))

Remarques :

a) Quandt! T onau! ¥. Ceciprovient du fait que si la condition nale imposée n'est pas
réalisée juste avant l'instant nal, la commande devient in nie pour tenter de réalj$ér O.

b)SIT! ¥,u!i Wxmeslacommande devient linéaire.
c) Si on calculeH, on trouve :

I
1

— H — X
2V 13
2W2AB

o wAg

Deuxiéme question

Méme hamiltonien, méme systéme adjoint que dans le cas précédent. Seule la deuxiéme condition
de transversalité change:

. . . N S \
X(T) estlibre. Il n'y a pas de critere terminal, d'@¥ 0. On aalory/ (T) = 17;)( = 0.D'ou:
w(Ae"T | Bé "T)= 0
A etB sont solutions du systéeme:
Y
A+ B= Xxg
A’ BEé W =0
D'ou:
@i wT
T (@ Tre O
eWT
B= @ r e
D'ou y (0) :
[ i WTi eWT¢
y (0= wAi B)= WG gy X
y (0)= | wxgtanh(wT)
On en déduit la commande initiale :
u(0) = | wxgtanh(wT)
et la commande en boucle fermée:
U= i Wxmestanh(w(T i t))
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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34 2. SOLUTIONS

Remarques:
a)Quand! Tonau! Ocaricix(T) estlaissé libre.
b)SIT! ¥,ulj wxmeslacommande devient linéaire.

c) H = 2w2AB est toujours constant.

Troisiéme question

Méme hamiltonien, méme systéme adjoint que dans le cas précédent. Seule la deuxiéme condition
de transversalité change:

X(T) est libre. Il est dans le critére termingi %axz(T). On a alorsy (T) = j ;IDS( =i ax(T).
D'ou: i ¢
w(Ae"T | Bé ")= i a A¢"T+Be T

A etB sont solutions du systéme:
Y

A+ B= X
AT (w+ a)+ B "T(aj w)=0

D'ou:

_ (wi a)el "7

- w(evT + e WT)+ a(e"T | e WT)XO

~ (w+ a) e’

- w(evT + e WT)+ a(e"T | e WT)XO
D'ou y (0) :

(wi a)e "Tj (w+a)e""
W(eWT+ e WT)+ a(eWTi e WT)
wtanh(wT)+ a
w+ atanh(wT)

y(0)= w(Ai B)= w

yO)=iw

On en déduit la commande initiale:

wtanh(wT)+ a

u@ = y(0)=j WWHI’](WT)

et la commande en boucle fermée:
wtanh(w(Tj t))+ a
w+ atanh(w (T t))

=i mes

Remarques:
a)Quand! Tonau!j axnedT).
b)SIT! ¥,ulj wxmeslacommande devient linéaire.

c) H = 2w2ABest toujours constant.
Quatrieme question

Tous les calculs sont identiques aux cas précédentx, bieM g@t un parameétre inconnu. La
commande optimale qui est exprimée en fonction d'un paramétre incbestinexploitable. Or on sait
que dans ce cad = 0. Il en résulte que soi = 0, soitB= 0. Au vu des expressions deet B, pour
T>0,iln'yaqueA! OquandT! ¥.Lladurée optimale estdonc in nie. Dans ce cas:

B= xp
y(0)=j wxo

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 35

D'ou la commande en boucle fermée (gain constant):
U= | WXmes

et la trajectoire optimale :
X= Xpel M

qui correspond bien a I'équation différentielle :

X= i WX

232 PM2

1*) Hamiltonien:
H=y (i x+u)j 30

2%) Conditions d'optimalité :
y=ib=y! yiy=0
Hio=yiu=0! G=y

Remarque Hyy = j 1, c'est bien un maximum.
Transversalité initialexg donné,y o inconnu
Transversalité nale x(T) inconnu, critére terminéxz(T) impliquey (T) = i x(T).
3*) Intégration.
a) Du systéme adjoint:
Y = Yo€

b) Du processus : En remplacanpar la commande optimale, il s'écrit:
X+ X= yo€
D'ou:
i 1, %t
X= Xoi 3Y0 €'+ 3yo€
| 1, i
X= i Xoi z¥o0 €'+ 3Yo€
4*) La condition de transversalité nale (T)+ x(T) = 0 permet d'écrire:
i ¢ .
yoe'+ Xoi 3yo € "+ 3yoe’ =0
d'ou:
-2
Yo= 11 3™
5%) Commande optimale en boucle fermée. Commande initiale :

A 2
Up = = —
0= Vo= 17 3™
d'ou la commande optimale en boucle fermée:

2 o) x(t)

R TE= )

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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36 2. SOLUTIONS

233 PM3

Premiere question
a) Le hamiltonien s'écrit :
1
H=y (x+u)j é(u2+ 3x%)

Le hamiltonien étant stationnaire, on aura:

H = cte
La commande optimale maximise le hamiltonien, d'ou :
Hio=yi a=0! a=y

Remarque Hy, = j 1, c'est bien un maximum.
Le systeme adjoint s'écrit :
y=ihH=iy+3
En reportant la commande optimale dans I'équation d'état, on obtient le systeme différentiel en

Xy Yo Yo
Xi Xx=y | y=XXx

| + = ¥Xi =

Yty =3 y=xix'y y = Xj x=3X

L'équation différentielleXj 4x= 0a pour solution:
x= Aé®+ Be 2

En effet,x= 2Ae? | 2Bd 2 etk = 4A® + 4°Be 2 véri ent bienXj 4x= 0.
Par ailleursy = xj x, donne:

y = 2A€"| 2Bé 2| A" Bé 2
y=A&; 3Be 2

b) Conditions aux limites :
— X(0) = xg est donnéy (0) estinconnuA+ B= xg
— X(T) = Oestdonnéy (T) estinconnuAe’ + Bé ?T = 0

La résolution de ces deux équationsfeB donne :

ejZT eZT
Al grigz™ @ B grigar®
D'ou y (0) :
e 2T 3T
Y@:Ai%=i@WQHMi@WeHM
3T+
=1 e4'|'| 1X0

On en déduit la commande initiale :

3T+ 1

u0) = y(0)=j e4T7i1X0

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 37

et la commande en boucle fermée:

FUnrE Xm (t)

Usr (1) = i

SIiT! ¥,u!i 3Xmeslacommande devient linéaire.

Quandt! T (ni)ona ! ¥. Ceciprovient du fait que si la condition nale imposée n'est pas
réalisée juste avant l'instant nal, la commande devient in nie pour tenter de réa(i$ér= 0.

¢) Calculonst. Il vient :

. 1
H=y (x+y)i 5y%+34)

1 2 32
= + — —
yX 2)’ i 2:: .
. 2y | L | . |
= 'A% 3Be 2 'A?+ B 2 +§'Ae2‘i 3Be Zt%i E'Aez+ Ba 2%
= j 8AB= cte

d) Si T est libre, on doit avoiH = 0, ce qui impliqueA= 0ouB= 0. Or pourT , 0, B est toujours
. letA= Onécessite soii " = 0, soite’™ j € 2T 1 ¥, ce qui ne se peut que polirl ¥ dans les
deux cas. Donc sT est libre, sa valeur optimale ebt! ¥. Dansceca®\! 0,B! xg, G!j 3X
x! Xpe &,

Deuxiéme question

a) Méme hamiltonien, méme systéme adjoint que dans le cas précédent, donc mémes équations
différentielles. Seule la deuxiéme condition de transversalité change:

b) x(T) estlibre. Il n'y a pas de critére terminal, d'@x 0. Onaalorsy (T) = j ;;)S( = 0.D'ou:
y(M=A&T; 3Be?T=0

A etB sont solutions du systéme:
7

A+ B= Xxg
AT 3Beé?T=0
D'ou:
3
A= 3+ AT 0
e4T
B= 3+ 470
D'ou y (0) :
N B
y(0)= Aj 3B=j 3XOW
On en déduit la commande initiale :
o i 1+ €T
HO= i 307t
et la commande en boucle fermée:
. P 1+ e4(Ti t)
HT T Snes g e
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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38 2. SOLUTIONS

Par ailleurs:

4e7T

3+ A0

SIT! ¥, u!j 3Xnes lacommande devient linéairextT ! ¥)! 0.

Quandt! T (ni)onau(T)! Ocaricix(T) est laissé libre.

c) Valeur deH ? Méme constantg 8AB.

d) Si T est libre, on doit avoiH = 0, ce qui impliqueA= 0ouB= 0. Or pourT , 0, B est toujours
, %1 etA= Onécessitd ! ¥.DoncsiT estlibre, sa valeur optimale €6t ¥ etdanscecas! 3x,
d'olx=j 2x, etx= X 2! Oquanct! ¥

Troisiéme question

a) Méme hamiltonien, méme systéme adjoint que dans le cas précédent. Mémes équations diffé-
rentielles. Seule la deuxiéme condition de transversalité change.

x(T)=

. s , s
b) X(T) est libre. Il est dans le critére termina& %XZ(T). On a alorsy (T) = j ;7])( =i X(T).
D'ou: i ¢
AT 3Be T=j AT +Be T
A et B sont solutions du systémls:

2

A+ B= Xxg
2A¢Ti 2B 2T =0
D'ou:
@l 2T
T AL 2 0T AT
=l err
T a2 0T AT
D'ou y (0) :
1 e’
y(o)_ AI 3B= 1+ e4TXO| 31+ e4TXO
_ 1 3T
yO= T
On en déduit la commande initiale:
1i 3T

u0)= y(0)= WXO

et la commande en boucle fermée:

_ 1 3¢MTiY
ugr (t) = mxmes(t)
Par ailleurs: T
2
XN = e
Remarques:

SIiT! ¥,u!j 3Xmnes lacommande devient linéairextT ! ¥)! 0.

Quandt! Tonau!i XmedT).

c)H = j 8ABest toujours constant.

d) Si T estlibre, on doit avoiH = 0, ce qui impliqueA= 0ouB= 0. Or pourT , 0, B est toujours
, % etA= Onécessitd | ¥.Donc siT est libre, sa valeur optimale é6t! ¥ et dans ce ca&= 0,
B=xXp, 0!j 3x etx=xe 2! Oquandt! ¥,comme précédemment.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 39

234 PM4

Premiere question

Critére :C = p(Xo;to) = X3
2
Hamiltonien:H = y (x+ u)j / %

H

Commande optimale~—=0! yi IG=0! (=

fu
Systeme adjointy = j ZIS =iy

Conditions de transversalité initigle@ :
T _ 1%

- =2
o o
X(T)= O0imposé! y (T) libre inconnu.

En remplacant par sa valeur, on a le systéme différentiel :

Xo libre inconnu!  yo=

(
x= x+ 2

/
y=iYy

a intégrer. On ne connait pas toutes ses conditions initizgdessf inconnu). On ne connait toutes ses

conditions terminaleg/((T) estinconnu). C'est un probléme dit “aux deux bouts”. Intégrons en fonction
de l'inconnuexg.

Intégrationdey = | y ! y = yoel = 2xpei
Intégration dex= x+ )I/—

a) Sans deuxiéme membne= A€.

b) variation de la constantex= Ad + A = Ad + leoe" tr A= I%ei A1 A= I@ei 2+B
3

X= Bj )I(Oei2t g

8 8 M T
_ . X0 _ | +1
< t=0! B; == <
i L@Z: : B= X I
t:TI Bj Iel :O I—eIZTll
D'ou H 1
X= I+1eti1it

avecl = e 2T 1.

R
N'oublions pas queg est inconnu. Pour trouver sa valeur utilisons I‘équatiér?z—zdt = E.

u= Y = 2x0€! !
] e?Tj 1
Soit:
ZT e 2 LT, ¢ ez] X2
*dtziz e “dt= 2 - =i?=E
0o 2 (e 2T 1% o e27; 1% i2 o (e<'j 1)
D'ou .
o _ i or®
X=E 1j €
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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40 2. SOLUTIONS

Notonsgg = P E(1j € 27).

En dépensant toute I'énergie donnée pour ralliek(T) = 0, sans autre condition ni critére, la
valeur maximale que peut prengrgj estXo.

Remarquel (négatif) est un parameétre de Lagrange sur lequel il n'y a pas de condition de signe.

Deuxiéme question

A partir d'un Xp donné, on veut ralliek(T) = 0 en minimisantC = ROT %dt. On ignore la
contrainte sue:

2
. . X+ U
Hamiltonien:H = y (x+ u) ( )

2
. H R -
Commande optlmalegl—u =0! yj (x+0)=0! G=yj x

Systéme adjointy = j 7;; =i y+(x+u

Conditions de transversalité initiales :

Xo donné! yg estinconnu.

x(T) = Oimposé! y (T) estinconnu.

En remplagant par sa valeur, on a le systéme différentiel :

Y
X=y
y=0
que l'on intégre en fonction de la donngget de l'inconnuey .
y = cte= yo
X=Xt Yot
La condition terminale(T) = 0fournit la valeur deyg: yo = i

| X

1+Titﬂ

Commande en boucle ouverté= y i X= yoi Xoi Yot=i Xo T

l'll+ Tﬂ

, d'ou la commande en boucle fermée:

ul+Ti t."

Tt

D'ot Gg=j Xo

Ugr = i Xmes
u T
. . L N 1+ Tt
Remarque. On aurait pu calculer directem@nt yoi Xoetsauterle calcul dé= i xg T

mais cette expression est utile pour véri er que E pour unxg donné. Véri ons.

Zt1 2 3.7,z 3 ' 2 3s
u 1 24T 2 T2 T
L;O (1+ T t)2dt= (1+ T)2Ti 21+ T) St
0

NI
&

D'ou: 5 vl 31'[ 5
X0 2, T 2 T
X0 TiT24 . LBl R B
2T 2 3 % ET2i37+3
6T

NotonsXg= E—————. On peut Vvéri er numériguement qug < Xo.
X0 T2+3T+3 p q que < Xo

Troisieme question
Sijxgj - Xo, alors la contrainte- E estVvéri ée et la loi de commande trouvée en 2) est applicable.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 41

Si jXgj > Xo, il est impossible de ramenara 0 au bout du temp$ avec I'énergieE (premiére
question).

Si Xy < X9+ Xo, €t si on veut ramenet a 0 au bout du temp$, tout en minimisant le critére
C= 4 (X+2“)2dt, on est obligé d'imposer la contraings= E.

+ u)? 2
(x u)'Iu—avecl>0

Hamiltonien:H = y (x+ u)

2 ' 2
. TH R ~_YViXx
< =0! ; + ; =0! =
Commande optlmaIeT]u 0! yij (xtd)j lu=0! a T+ ]

Systeme adjointy = j 7;;;'( =i y+(x+u)

Conditions de transversalité initiales :

Xo donné! yg estinconnu.

X(T)= Oimposé! y (T) estinconnu.

En remplacant par sa valeur, on a le systéme différentiel :

8
Eleix-l-iy
1+ 1/ 1+
>, -
Y=17% 1477

gue l'on intégre en fonction de la donngget de l'inconnuey .
2
(carl > 0), soitl =

!
Posona? = —
1+ 1; w2
Remarque. Pour = Oonaw<= Qetpourl ! ¥;on aw?! 1:dou0- w- 1.
i ¢
x= wix+ '1j w2y
y = wXi wly

Il vient: A

Quatrieme question

Trois méthodes d'intégration (les deux premiéres, trop compliquées pour ce cas, sont citées pour
mémoire) :

1ére méthode (la plus compliquée : intégration par dﬁcouplage&:

|"P 2 o T
ws 1l w i
> . o .Considérons

' i w
le changement de variab¥= VY, avecV matrice constante réguliére. Il vietWY = HVY, soitY =
Vi 'HVY. Choisisson¥ de telle maniére que = Vi 1HV soit une matrice diagonale. Il viengV =
VL. Le j-ieme vecteur colonnedeV esttel que Hv= [ v, oul estlej-ieme élément de la diagonale
deL. D'ou, vet/ sontsolutions de:

On a le systeme différenti®d = HX avecX = ;( etH =

(Hi I1Hv=0

Pour écarter la solution non triviale= Oil fautque w<j s w<+s + w< 1 w* = 0.
C'est-a-dire pous | 2+ w?= 0,d'ou/ = §w.

Pourv, il vient: T o q
w w1 w ~0
w2 pwtw
: . H wg 1l L
qui admet pour solutiom = W
D'ou:
H w O L H w+l wijl
L= , V=
0 jw w w
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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42 2. SOLUTIONS

Le systeme¥ = LY admet pour solution ;

Ho T p l
yi o _ g™

Y  deé™
Le systéme initial admet pour solutidh= VY; soit :

Hoy ﬂ:” glw+ 1) e+ (wi 1)de ™ |

y wge" + wde' "

avecg et d constantes a déterminer avec les conditions aux limites.
2éme méthode (plus simple : modes propres) :

H 1
Le systeme différentiel étant linéaire, on cherche une solution de la forr}r))(e = Vel |l vient:
L 2 T
we 1li w
svet= 7, 1T vel
we o w
D'ou:
Lo o oo T
wci s 1i w Vétz 0

w2 i w2 s

Pour écarter la solution non trivialé= Oil fautque w<j s w<+s +w= 1; w= =0

c'est-a-dire poufj s+ w?= 0, d'ols= §w.
D'Ol] . p_ ﬂ

X - AeM+Bd M

avecA et B vecteurs constants a déterminer avec les conditions aux limites.
3eme méthode (encore plus simple dans ce cas : par dérivation) :
Dérivons une deuxiéme fois ces équations:

%= wix+ i1i W2¢y = W2£W2X+ i1i W2¢yc+ i1i W2¢£W2Xi W2y°= w2x
Inutile de la faire pour la deuxiéme. On trouvera la méme équation.
y = wi(xj y)= W2£W2X+ i1i W2¢y1 w2x+ Wzyn: w2y
L'équation différentielleX = w?x a pour solution:

x= ae"+ bd ™

aveca etb constantes a déterminer avec les conditions aux limites.
Calcul des constantes danslecas T | ¥
Pourt! T! ¥ onax! 0Od'oua= 0.Pourt= 00nax(0)= xod'ou

X= xg& M,
Par ailleurs<= x+ u! u= xj x= i x€& " (1+ w)
Soit

u=j (1+w)x=j gx

avecg= 1+ w.
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 43

Remarqué®®- w- 1! 1- g- 2

Utilisons la contrainte = E pour calculemg.
z ¥ u2dt B 12 ¥

27 29

D'ou g est solution de I'équation :

'eiZWt’¥ 2,2
2 - 9% -E

- $2
g M “dt = = =
i2w o 4(9i 1)

i 1
9% > (9%0)
0

4E
2. . —
g°i (@i D=0
x5
2E :
Posonk= —-. Il'y a deux solutions:
X0

p—— p
g=k8 Kk2j 2k=k8& k(kj 2

1 1 1 E E
Or—-<—- ——.PourT! ¥ ona_! let_! ¥dou2- k- ¥.
X X %o %5 %5

17es deux solutions sont telles que
2

o J—
= 2
01 = k+ p M avecgigz = 2k. Org; > k, 2d'ou gz < 2. Seule cette deuxiéme solution
o=ki k% 2k
convient car on a vu que l'on devait avdir g- 2.

23.5 PMS
Premiere question
1.1) Mise sous forme d'état : 1
X=y
y= u+ w?x

1.2) Hamiltonien:

. ¢ .
H= y1y+y21u+ WX j %lu+ W2x¢2

1.3) Equations différentielles du vecteur adjoint et intégration :

1 5l i 2¢¢
Yi=w iyt u+ wX

Yo2=iVy1

1.4) Commande optimale:

H ' ¢

71[7u =0! yoi u+twi = 0! 0= yai wax
2

H . ,
ZIUZ = j 1c'est bien un maximum.

1.5) Intégration état et systeme adjoint:

y1=0! yi=cte=yjp=ja
Yo=jy1! yp=at+ys=at+b

1
y= U+ Xx=y,! y= éat2+ bt+ yo

1 1
x=yl x= éat3+ §th+ Yot + Xo
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2. SOLUTIONS

1.6) Transversalités nales:

V2, o
5aT“+ bT=yci Yo=V

2aT3+ 1bT2= x.j Xoi YoT = X

D'ou: 0 1
2X| VT

%) 3X. VT
T2
1.7) Commande en boucle fermée :

i 6(X0+ yoT)+ 2yoT -

4(0) = y2(0)i w?x(0)= =

i 6Xi 4y(T21 t)i wix
L (Tit)
i 6+ wA(Tit)? xj 4Tty
(Ti t)?

Ugr (t) =

ugr (t) =
1.8) Hamiltonien:
i ¢ 1 1
H=yiy+y2 u+ wh i §|u+ W2 = yiy+ 5y3

ll1 1 1
i a éat2+ bt+yo + > (at+ b)?

1
. + 7b2
i aYo >

= cte

Il est constant car le systeme est stationnaire.
Deuxieme question
Deux approches:

(2.11)

2.1) Approche classique : En calculadten fonction deT et en cherchant la valeur de qui

minimiseC.
Energie consommée
Z,
1i
“lu+ W2X¢2dt
o, 2
1%t
2 . (at+ b)?dt

23L2+ 3y TL+ y2T?
T3

On annule la dérivée premiere::

d “23|_2+ 3y TL+ yCTzﬂ 2yCT2+ By T L+ OL2

dT T3 T4 =0

L'équation du deuxiéme degré @na pour racine double:

T:i3£

Ye

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 45

pour laquelle on a:

2y
oL

Ce qui montre qu'il n'y a de minimum local de dépense d'énergie queediy. sont de signes
opposés. Dans le cas contraire le seul minimum est poami.

2.2) Approche par le principe du maximum:

y(T) est xé ay. d'ol y,(T) estlibre, mais la contraintg(T) = x. = L+ y.T lie x(T) etT par la
relation :

C=j

[(xT)=Xi Li ycT

D'ou les conditions de transversalité :

i
= — _x= | : =
y1(T) ﬂxFX x!i a=x
L .
H(te) = ﬂTFX=yCX! H(tr) = i ay
Or: 1
_ L2
H= 2b
D'ou: 1
Eb2: i ayc! b+ 2ay.=0 (2.12)
Or on a toujours les contraintes (2.11) :
0 0
VR | 6YcTi 2Xc i 6YcT+ 2L
a _ ~ T3 C_ 3
b yc1T| 3Xc k= % 2yCTT+ 3L K
T2 T2

En reportant ces valeurs dans (2.12) on obtient I'équation du deuxieme degré en
yeT?+ 6ycTL+9L°= 0

qui a pour racine double:

L
T=j3—

Ye
idem méthode précédente.
Remarque : En vérité le critere diminue en permanence quant T varie de 0 a + I'in ni. Le minimum
trouveé est un minimum local qui correspond a un point d'in exion a pente nulle. Il existe ainsi une zone
de stationarité du critére qui garde la valeur consténte; %.

2.3.6 PMe6

1*) Hamiltonien :
o9
On écrit le vecteur adjoint = j/ : D'oul le hamiltonien:

H=yv+juj ju

Conditions d'optimalité :
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2. SOLUTIONS

Remarque Hyy = i 1, c'est bien un maximum.
Systéme adjoint :

y=iHx=0

J=iH=iy
Transversalités initialesg, vo donnésy (0) etj (0) inconnus
Transversalités nalesx(T) etv(T) donnésy (T) etj (T) inconnus.
to et T sont donnésH (0) etH (T) inconnus.

2%) Intégrations.
a) Du systéme adjoint:

y = cte= yo
J=iyotjo
b) Du processus : En remplacanpar la commande optimale, on obtient:
Nz L2, Y
V=i Yot+jo |, V=iszyottt ot+ Vo
X= Vv COX=j gyot®+ 3jot?+ Vot + Xo

3%) Le systéme est stationnaité.= ctele long des trajectoires optimales. Véri cation :

H=yv+jaj 36°= yv+ §j 2

=R

1 . .
= Yo i syot?+jot+vo + (i yot+jo)?

2
1.,
= Yovot él o = Ccte
4*) Exploitons les conditions terminales :

Ona:

0= Vv(T)= i 3yoT?+joT + Vo
0= x(T)= i gyoT3+ 4j oT2+ voT+ Xo

D'ou le systeme: q
H T n 1
5T2 0 T Yo _ Vo

T3 372 jo VoT + Xo

U

qui a pour solution:
Yo=i 55 (20+ voT)
jo=i %3+ 2vT)

Remarque : Seul le calcul dg est nécessaire pour le calcul @go).
5*) Commande optimale en boucle fermée. Commande initiale :

N . 6Xo 4V0
a0)=jo=i =i —
0)=Jjo=i T2 7
d'ou la commande optimale en boucle fermée:
6x 4v
at) = '
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 47

6%) En horizon inconn(T, tout ce qui a été calculé reste valable, mais tout ce qui a été calculé en
fonction deT demeure indéterminé. $i est inconnu, on a une condition terminale BL(T). PourT
donné, on n'a pas de condition g8 T), mais poufT inconnu, on &1 (T) = % = 0 (car pas de critére
terminals). Oron a:

- 1.
H = cte= yovo+ élg

D'ou:
i &5 (2%0+ VoT)Vo+ & (3x0+ 2vT)*= 0
2
2(3XOJ}Z°T) =0
Soit: 3
T= i 7)(0
Vo

ce qui supposgyvp < 0 etvp & 0 pour une solution en temps ni.

Remarque:

1) L'équation précédente a également pour solufidn ¥. La commande correspondante étant
nulle, cette solution ne convient pas. Dans ce cas les contrai(iig@s v(T) = 0 n'ont plus de sens.
En horizon in ni, (voir cours), on pos¥ = PX avecP solution du régime permanent de I'équation de
Ricatti:

PA+ ATP+ PRPij Q;=0

qui conduit encore a la solution triviake= 0; c'est-a-dire & une commande nulle en I'abscence du
terme%XTleT dans le critére. En rajoutant la minimisation de ce terme dans le critere, on trouve alors
une commande classique, linéaireXermais on ne traite plus le probléme initial.

2) La solutionT = j 3\’,—’;0, en supposamntyvp < 0 etvy 6 0 est-elle vraiment optimale ? Apparem-
ment, oui. Véri ons tout de méme. Calculons le critere en fonctioff ddans le cas oll est imposé.

Z7

1
~02dt
2

1 .
(i yot+ jo)dt
0o 2
2VST2+ 3xoVoT + 3x3
T3

@)
[

2,

Il vient:
dc 26xov0T+ VAT2+ 9x3

a1 ! T4
Le numérateur a pour racine doulle= j 3\%. Cette valeur correspond donc bien a une stationna-
rité du critere.
Calculons la dérivée seconde par rapport d vient :
d’C _ ,X0voT + VAT2+ 18x3
dT2 TS
Le numérateur a pour racinds= j 3\% etT = j 6\%. La premiére était prévue puisqu'elle était
racine double d%. Calculons la dérivée troisieme par rappoit.dl vient :

d3C _ . 12XvoT + V3T2+ 30x3
gre -~ i 12 T6

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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48 2. SOLUTIONS
3

. . P~
Le numérateur a pour racinds= j 68 6 \’j'—;. Il est donc non nul pour = 3\%.

CalculonsC(T; + dT) avecT; = j 3\%. Il vient :

1

M 3
17dC s
:

C(Ty+ dT)j C(Ty) = 6 4T

puisque les dérivées premiére et seconde sont nullés Btou :

28
C(Tu+ dT)j C(Ty) = i 5. 2,dT?
(Ta )i C(T) =i 2434
du signe opposé dT. Donc avedT > 0, on aC(T;+ dT) < C(Ty). T n'est donc pas optimal.

En conclusion, skgvg > 0, g—‘% ne s'annule pas (podr > 0), il n'y a pas de solution. Sigvg < 0, il

n'y a pas de solution non plus. Le critére ne fait que diminuer gdlaadgmente. Mai$ = T; constitue

une solution pratique, car le critére diminue rapidement jusqu'a cet instant, pour rester un moment
stationnaire a cet instant, puis il diminue a nouveau, trés lentement quattinue a augmenter
jusqu'a l'in ni.

237 PM7

Premiere question
Hamiltonien, condition d'optimalité, systéme adjoint et conditions aux limites.
Il n'y a pas de revenu élémentaire= 0.
Il'y a un critére terminal :
s(x;yt) =i x

Le hamiltonien s'écrit : 1
H=yai(i X+ U)j éyzu2

D'ou la condition nécessaire d'optimalité :
Hy= y1i y20=10 (2.13)

(remarqueHy, = | y2. MaximiserH par rapport &l supposey » positif) et le systéme adjoint :

y1=Yy1 (2.14)
y2=0 (2.15)
H 1 M 1
Transversalité initiale : i~ sont donnés d'ou Y10 sont inconnus.

Yo Y20
Transversalité nale:

yr est donné d'owy o est inconnu.

Xg estinconnu d'ou:

YiIF =i 1lﬂx?:= 1 (2.16)

Deuxieme question
Intégration systéme adjoint et commande optimale.
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 49

L'intégration de (2.15) donne:
Y2=Yy2= cte

Lintégration de (2.14) donne:
yi(t) = yao€

Compte tenu de (2.16), il vient :

— T —_ A T
YiIF=Y10e ! Yi0=¢€

d'ou:
yit)y= €’
On tire la commande optimale de (2.13):
U= ietl T
Y20

En intégrant la deuxieme équation d'état, il vient:
Zy
YT = Yoi 3 . @?dt

n #T
1 &t
=Yoi 5=
2y2, 2 o
@i 2T I 1
= y0+ R
4y %

Oryr = 0,d'ou:
yz=tie?
20 4Yo

qui reporté dané donne:: r

- i 4yo
- iT
0= §¢ 1j e 2T

Remarquons que le sigredu § est a priori admissible étant donné la remarque faite sur le signe
deyz.

Troisieme question

Valeur théorique dur atteint.

Ona:

= Goé

avec: r

N 4o
G=3 i1

L'équation différentielle dex s'écrit :
X+ X= Qo€
Cherchons une solution de la forme:

x= aé '+ bé

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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50 2. SOLUTIONS

Il vient: i ¢
x=j aéelj béd
D'ou:
i ¢ i ¢
i 'agti bd + 'ag !+ be = (e
Soit :

NI

2bé = (pe'! b=

D'autre part:
Xo=a+b! a=xgj b
D'ou: . ¢
X= xo€ '+ %'eti et
Et: q
Xe=%€ 8§ yo(lj &)
C'est bien le signeg du 8 qui maximisexg.

Quatrieme question
Commapde optimale en boucle fermée.

N 4y0 P ;-
De(g = on déduit immédiatement :
0 el 1
r —
R _ y
Ugr (t) = 2T 1
2.3.8 PMS
Premiere question
Systéeme:: 1,
X=V
v=u
Hamiltonien :

H= yv+juj %/u2

Sil = 0,onal= ¥signdj ). D'ou e= ¥. La contraintee- E n'est pas respectée. Il faut donc la
saturer.
Maximum par rapport &:

H _ -~ no
%—0) J i 1a=0) u=7
Systeme adjoint: v, " 1
y=igmy ¥=0
i=ily j=iy
Deuxiéme question
Ya
Y = yo= cte
j=iYottjo

Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 51

D'ou: j y
q=Jo. Yo
u= | i It

|, joetygétantinconnus, posons:
8
<

<
o

J=
g):

O\‘

a= g+ jt avec.

\"\.

Troisieme question
Intégrons la trajectoire en fonction des inconnyest ¢, compte tenu des conditions initiales
x(0) = xp etv(0) = O.

Yo Y.
X=V ) * x= i3+ Iapt?+ xo
v= jt+ g v= Zjt2+ gt

Utilisons la condition terminalg(T) = 0 et la contrainte %uzdt = E pour calculer les inconnues
0

j eta. llvient:
1. .
ST2egT=0) j=i22
et .
Z .
¢
% (jt+ g)?dt=E) %le2T2+3jg3T+3g§ = E
0
d'ou (
6E »=8G
96—7) j:izg
T
ou on a posé: rﬁ
G= T

Quatrieme question
D'ou: G
Xp = X(T) = %T2+XO= §6T2+XO

5) cinquiéme question

_ . Yo _ . Yo_ Yol . . A .

=i T I = T 2 Comme on doit avoit , 0, g doit étre du signe dgg.
Par ailleurs xg étant libre, on ay (T) = v Si on maximisexg alorss(xr) = i Xg et

y (T) = 2x¢. Par contre si on minimisé, anrss(x,:)zFxé ety (T)=j 2. Ory = cte= yo= y(T).
Il en résulte que:
— Sion maximise, yo = 2x¢ , d'gu g doit étre du signe der, ce qui suppose:
o) S ®>0

— pourxe = =T 2+ x> Oque. 6xg ; possible8xy> 0
6 L > T2
o) S @<0

- pourxe = =T 2+ X9 < Oque. 6xy ; possible8xy< 0
6 o< T2

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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52 2. SOLUTIONS

Il suft donc de choisirg du signe de.
— Sion minimisex2, yo= i 2% , g@ou g doit étre du signe opposexg, (r:e qui suppose:

<
<0 ET3
— POUrxg = @T 2+ x> 0que. 6xo :llfautdonc quexy> ——
6 B> = 6
T2
r—
D2 = @20 ET?
— pourxg = =T “+ X< 0que. 6xo :llfautdoncque<i ——
6 D <i=— 6
T2
Sion minimisef%, il faut choisirg du signe opposéxy et la commande trouvée n'est optimale
o ET3
que pounXg) > 6 -

En résumé:

— pour maximisexZ, il faut consommer toute I'énergie= E et choisirgy = Gsigne(Xo),
— pour minimiserxZ, il n'est nécessaire de consommer toute I'énemgie E que sijxoj >
ET?

5 et dans ce cas on prendga= | Gsigne(xg). Dans le cas contraire, on peut rame-

nerxz & son minimum (nul) avec moins d'énergie.

Dans ce dernier cas, le probleme mal posé. En effet, il y a une in nité de trajectoires et de com-
mandes qui aménerg a son minimum O en respectant la contraiate E. Pour étre sur d'obtenir ce
minimum, il faut I'imposer en condition terminal€T) = xg = 0 et ajouter une contrainte ou un critére
supplémentaire, comme par exemple minimigaze qui revient a fairé = 1 dansH. Dans ce dernier
cas, en utilisant:

1

/5
’ LT3+ 3T 2+ %=0

T2+ T=0
on trouve: 6
_. 5 L0
P=igzet=1=i27
2.39 PMY

Le systeme du troisieme ordre s'écrit :
8
<

1
NI C <

X
y
2 2

u

Le critére s'écrilC = j x. Il ne contient que le critére terminak j x.
L'Hamiltonien s'écrit :
1. 5
H=yiy+ you+ >Y3u

Systéme stationnairéd = cte (inutilisé dans ce probléme)
La commande optimale maximiseé:

H _ N )2
S =0! y,+ysG=0! (= %2
Tu Y2t ys |y3
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM

Systéme adjoint ;
8 8
q < y1=0 < yi1=cte
y=iﬂ7! CoYe=iyr b o y2=iyattyoo
" y3=0 y3= cte

Conditions de transversalité initiales :

x(0)= y(0)= z20)= 0! y1(0);y2(0);y3(0) quelconques

Conditions de transversalité nales:
L IG X - 1

X(T) quelconque  y1(T)= i —g
Y(T)=0;,z2T)=T! ya(T);ys(T) quelconques

D'ou:
Y2=it+Yyo
Intégrons les équations du systéme. Il vient:
z 1 M 1
=1 Fti yao 2dt: I Voot + y 3¢t
20 ya 2y2 3 20
tt: 1
y= t7| yzodt: 71:21 @t
0,Ys3 ZYﬁ Y3
_ 1 5 Y2 _ 1 3 Yoo
X= —t%) =—/—t dt= —t°; ==t
0o 2ys Y3 bys = 2y3

Utilisons les conditions nales:
T
y(T)= 0! ya0= 5

3 T3

et:
T)= E! =E! y2= —
2(T) 24y 2 Y3~ 2

2
T = y3. Pour qudl maximiseH il faut quey 3 soit négatif, d'ou :

Oor —
u?
r—
T3
Y3=j IE
et:
m, 1T =
P——"1 1 ET3
x(M)=i 24ET3 =; = = —
(M= i 53 5
Deuxieme cas: y(T) quelconque.
Les conditions de transversalité nales sont modi ées:
10 _

T) quelconque T)=
y(T) q que yo(T)=j y

Or:
Yo=ijt+yog
y2(T)=i T+y2
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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d'ou:
Yoo=T
Yo=it+T
Tt
= —
Y3

Intégrons les équations du systéme. Il vient:

12PN g a2 g2
z= = = dt= St
22 0 Y3 6 Y3
y= ity 2Tt
ZO u)’s q 2y3
tT 2Tt t? 3Tt? t3
X = dt=>"1 "
0 2y3 6y 3
D'ou:
T3 T3
z(T)= @: El! yi= 6E
"3
y(m= ZET
' 2
x(T) = éET3

On va donc 2 fois plus loin que dans le premier cas.

2.3.10 PM10

1) Hamiltonien, condition d'optimalité, systéme adjoint et conditions aux limites.

Il n'y a pas de revenu élémentaire= 0.
Il'y a un critére terminal :
S(Xe;Yrite) = i XF

L'hamiltonien s'écrit : 1
H=yi(ax+u)j éyzu2

D'ou la condition nécessaire d'optimalité :

Hu= y1i y20=0

(2.17)

(remarqueH,, = j y2. MaximiserH par rapport al supposey » positif) et le systéme adjoint:

yi=iayi (2.18)
y2=0 (2.19)
Hooov H T
Transversalité initiale : §O sont donnés d'ou ilo sont inconnus.
(o} 20
Transversalité nale:
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 55

V¢ est donné d'oly o est inconnu.
Xg estinconnu d'ou:
yiE=i =1 (2.20)
e
2) Intégration systéme adjoint et commande optimale.
Lintégration de (2.19) donne:
Y2= Yy20= cte
Lintégration de (2.18) donne:
yi(t)= ye &
Compte tenu de (2.20), il vient :

_ i aT _ _aT
YiF= Y10€ @' ! y10= €°

d'ou:
yi(t)= 2T

On tire la commande optimale de (2.17):

G= L ea(miy
Y20
En intégrant la deuxiéme équation d'état, il vient :
1Z T
yr=Yoi 3 U4t
O n
#r
1 eaiy
Yoi 2y2, i2a
= Yoi eZBTi 1
=Voi — "
day 2,
Oryr = 0,d'ou:
5 eZaTi 1
Y20= 4ay,
qui reporté dané donne: r
. - 4ayo
u= ea(TI t)

aT .
Remarquons quea—I est positif quelque soit le signe @e Par ailleurs, seul le signe du §

est a priori admissible étant donné la remarque faite sur le sigpe.de
3) Valeur théorique dur atteint.

Ona:
a= L']oei at
avec: r
- 4ayo
Go=8 727
1j e -2

L'équation différentielle dex s'écrit :

Xj ax= Qge 2!
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Cherchons une solution de la forme:

x= acf'+ pe &
Il vient: i ¢
x= a aef'j be &
D'ou: . .
I _at at? I _at catb_
a aé®'i be " | a aé®'+ be ! = (pe
Soit: ~
. A Uop
i 2abé @'= (el 21 b= —
i o i 52

D'autre part:
Xo=a+b! a=xj b

D'ou: o ¢
Uo I :
x= xoedl+ 0 'gat. o at
Xo 2a i
Et: r _
egar; 1
XF - XoeaT § yO( | )
a
C'est bien le sigheg du 8 qui maximisexg :
r
at ;
Xe = xoeT + )’o(ezél i 1)

4) Commande optimale en boucle fermée.

4ayp

T g 2T ON déduit immédiatement :

Deﬁo:

r

. 4a
Ugr (1) = y

1; e 2a( it

23.11 PM11

Hamiltonien :

H=y(i x+u+juj 30

Systéme adjoint ;

y=il=y!l yiy=0! y=yc

j=iifi=0j=jo

Commande optimale :

TH=0!l y+jiu=0! usy+j =jo+yo€

Intégration systeme en fonction g etj ¢ :

y=jo+ yo€! y=A+jot+ye€

X+ X=jo+ yoe! x=B+Cé+De'l v,
B=jo

Orx+x=Céj De '+ B+Cd+De = B+2Cd = jo+ yoe ! C_;f
= 3Yo

L) )
x=jo+ yod + De'!

d'ou ;
y= A+ jot+ yoe
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-002-1.0
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 57
1

Utilisation des conditions initiales X(0) = % .
¥(0) = Yo .
Yo oo, Yo ] Ya - i L 2
jo+t3¥o+D=x ,  D=Xijoi 3¥o , X=jo+zYo€+ Xi joi 3Yo €
A+ Yo=Yo ' A=Yoi Yo ' Y= Yoi Yo+ jot+ yoe
Utilisation de la condition terminalle= x(T)+ y(T)y 1= 0.
_ ”'x X
| =
Cette derniére condition |mposey(_|_)_ %x x y(T)=j(T)
2 T T T
. Jot 3yoe + X0|]0| Yo e' +YO|)/0+]OT+)/06 =1
D'ou: T
Yoe'i jo=10
oit: .
| . ¢ ¢ T T u .
ST 2eTi1l 1+TjeT Yo _  Lli x0T Yo
el i1l Jo 0

Sili %€ Ti yo= 0, c'est-a-dire skpel T + yo = 1alors ce systéme a pour solutigg= j o = 0.
D'ouu=0 g}‘n permanence.
X= Xopel

I x(T)+ y(T)= X T+yp=1
Y= Yo (M+y(M=x Yo
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