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5

Chapitre 1

Enoncés

1.1 Programmation non linéaire

1.1.1 PNL1

Soit le processus discret du premier ordre dé�ni par l'équation récurrente :

xn+ 1 = xn + un

que l'on désire amener enN étapes d'un état initialx¤
0 donné à l'état �nal donnéxN = 0, en minimisant

le critère suivant :
C = å N¡ 1

n= 0

¡
xn + 1

2u2
n

¢

(a�n d'atteindrexN = 0 par valeurs inférieures dexn, tout en minimisant l'énergie dépensée par la
commande).

1±) Ecrire le lagrangien de ce problème.

2±) Ecrire les équations d'optimalité.

3±) Intégrer les équations récurrentes du système adjoint et du processus en fonction dex¤
0 et dey 0

(ou dey 1).

4±) Exploiter la condition de transversalité terminale pour établir la relation qui liey 0 (ouy 1) àx¤
0.

5±) Donner la commande optimale en boucle fermée.

1.1.2 PNL2

Soit le système discret du deuxième ordre d'équation d'état :
½

xn+ 1 = xn + yn

yn+ 1 = yn + un

que l'on veut amener en N étapes d'un état initial quelconquedonné (x0; y0) à l'état �nal origine
(xN = 0; yN = 0) en minimisant la fonction coût :

C =
N¡ 1
å

n= 0

1
2

u2
n

1. Véri�er que le système est commandable.

2. Résoudre le problème par la P.N.L.
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6 1. ENONCÉS

(a) Ecrire le LagrangienL

(b) Ecrire les conditions de stationnarité du 1er ordreL un = 0, L Xn = 0 (conditions de transver-
salité pourn = 0 et n = N). Pour cela, on noteraj n+ 1 le paramètre de Lagrange associé à
xn + yn ¡ xn+ 1 = 0 et y n+ 1 le paramètre de Lagrange associé àyn + un ¡ yn+ 1 = 0.

(c) Véri�er que le système adjoint s'intègre facilement en fonction des inconnuesj 0 et y 0

introduites en remplacement des paramètres de Lagrange associés aux conditions initiales.

(d) Eliminerun des équations d'état et les intégrer en fonction des inconnuesj 0 et y 0.

(e) Utiliser les conditions �nales pour calculerj 0 et y 0 en fonction dex0 et y0:

(f) Calculer la commandeu0. En déduire l'expression de la commande en boucle fermée.

3. Résoudre le même problème quand l'état terminal est partiellement contraint par la condition
terminale parxN + yN = 0. Donner l'expression de la commande en boucle fermée.

4. Résoudre le même problème quand l'état initial est partiellement contraint par la condition initiale
parx0 + y0 = 1:

(a) avec les conditions terminalesxN = 0; yN = 0,

(b) avec la condition terminalexN + yN = 0.

Calculer, dans les deux cas, le meilleur point de départ(x̂0; ŷ0). Que devient l'expression de la
commande optimale en boucle fermée.

1.1.3 PNL3

Soit le système discret représenté par l'équation récurrente :

xn+ 1 = axn + un

aveca 6= 0 et a 6= 1. Sur l'horizon imposé[0;N] on désire maximiser l'état �nalxN à partir de
l'état initial donnéx0, en consommant toute l'énergiey0 disponible à l'instant initial. Plus précisément
on impose la contrainte :

1
2å N¡ 1

n= 0 u2
n = y0 (1.1)

1. Ecrire le lagrangien et les conditions d'optimalité.

2. Intégrer le système adjoint à rebours1 et déduire la commande optimale en boucle ouverte du
respect de la contrainte (1.1).

3. Calculer la valeur théorique duxN atteint avec cette commande optimale.

4. Donner l'expression de la commande optimale en boucle fermée.

1.1.4 PNL4

Soit le systèmeXn+ 1 =
·

1 1
2 1

¸
Xn +

µ
0
1

¶
un que l'on désire amener en trois étapes deX0 =

µ
x0

y0

¶
donné àX3 =

µ
0
0

¶
tout en minimisant le critère :

C =
1
2

¡
u2

0 + u2
1 + u2

2

¢

1. On donne la relation :
N
å

n= 1
a2(N¡ n) =

N¡ 1
å

k= 0
a2k =

1¡ a2N

1¡ a2
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1.1 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 7

Trouver les commandes optimales par la programmation non linéaire :

1. Ecrire lagrangien, conditions d'optimalités et système adjoint.

2. Intégrer système et adjoint en fonction deX0 et y 1.

3. Utiliser la condition terminale pour établir le relation qui donney 1 en fonction deX0. En déduire
û0 en fonction deX0.

4. Donner les expressions deû1 et û2 en boucle fermée.

Pour vous éviter trop de calculs numériques, nous vous conseillons d'intégrer le système adjoint
en fonction du vecteury 1 (inutile de faire intervenir le vecteury 0). Par ailleurs, on vous donne :

A =
·

1 1
2 1

¸
A¡ 1 =

·
¡ 1 1
2 ¡ 1

¸
A¡ T =

·
¡ 1 2
1 ¡ 1

¸

A2 =
·

3 2
4 3

¸
A3 =

·
7 5
10 7

¸
A¡ 2T =

·
3 ¡ 4

¡ 2 3

¸

et
·

1 1
¡ 1 5

¸
£

· 5
6 ¡ 1

6
1
6

1
6

¸
=

·
1 0
0 1

¸

Remarque : Cet exercice est à rapprocher du même résolu bien plus simplement par la programma-
tion dynamique.

1.1.5 PNL5

Soit le processus discret du premier ordre dé�ni par l'équation récurrente :

xn+ 1 = axn + un

On veut l'amener, enN étapes de l'état initialx0 = x¤
0 donné à l'état �nalxN libre, en minimisant :

C =
1
2

N¡ 1

å
n= 0

¡
cx2

n + du2
n

¢
+

x2
N

2

1) Ecrire les conditions d'optimalité du premier ordre.

2) Donner le système d'équations récurrentes (d'ordre 2) dans le sens direct :xn+ 1 et y n+ 1 en
fonction dexn et y n.

3) Intégrer ce système dans le cas particuliera = 1;c = 0; d = 1, en fonction du vecteur adjoint
initial inconnu.

4) Utiliser la condition �nale de transversalité pour calculer ce terme inconnu. En déduire la com-
mande, et en particulier la commande en boucle fermée.

1.1.6 PNL6

Soit le processus discret du premier ordre dé�ni par l'équation récurrente :

xn+ 1 = 2xn + un

que l'on désire amener enN étapes d'un état initialx0 donné à un état �nal voisin de zéro, en minimisant
l'énergie de la commande. Pour réaliser cet objectif, on considère le critère à minimiser :

C = 1
2x2

N + å N¡ 1
n= 0

1
2u2

n
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8 1. ENONCÉS

1±) Ecrire le lagrangien de ce problème.

2±) Ecrire les équations d'optimalité.

3±) Intégrer les équations récurrentes du système adjoint et du processus en fonction dex0 et dey 0

(ouy 1). On donne la somme desN termes :
µ

2N¡ 2 + 2N¡ 4 + ¢¢¢+
1

2N¡ 2 +
1

2N

¶
=

2N ¡ 2¡ N

3

4±) Exploiter la condition de transversalité terminale pour établir la relation qui liey 0 (ou y 1) à
x0.

5±) Donner la commande optimale en boucle fermée.

1.1.7 PNL7

Soit le processus discret du premier ordre dé�ni par l'équation récurrente :

xn+ 1 = xn ¡ un

On désire amener enN étapes la variablexn d'un état initialx0 donné à l'état �nalxN = 0 tout en
minimisant le critère :

C = å N¡ 1
n= 0 un lnun

1±) Ecrire le lagrangien de ce problème.

2±) Ecrire les équations d'optimalité.

3±) Intégrer les équations récurrentes et exploiter les conditions initiale et �nale pour éliminer les
paramètres inconnus. Quelle condition doit véri�erx0 pour que le problème ait une solution.

4±) Donner la commande optimale en boucle fermée.

1.2 Programmation dynamique

1.2.1 PD1

Trouver, par la programmation dynamique, la trajectoire optimale qui amène enN = 3 étapes le
système discret : ½

xn = 1
2xn¡ 1 + un¡ 1

yn = ¡ 2yn¡ 1 + un¡ 1

du point de départ(x0 = y0 = 0) en un point d'arrivée(x3;y3) qui véri�e :

x3 + y3 = 1

tout en minimisant le critère :

C =
2

å
n= 0

1
2

u2
n

1.2.2 PD2

Soit le systèmeXn+ 1 =
·

1 1
2 1

¸
Xn +

µ
0
1

¶
un que l'on désire amener en trois étapes deX0 =

µ
x0

y0

¶
donné àX3 =

µ
0
0

¶
tout en minimisant le critère :

C =
1
2

¡
u2

0 + u2
1 + u2

2

¢
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1.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 9

Trouver les trois commandes optimales en boucle fermée par la programmation dynamique.

1.3 Principe du maximum

1.3.1 PM1

On considère le système linéaire du premier ordre :

�x = u

partant de l'état initial donnéx(0) = x0. Appliquer le principe du maximum pour résoudre les
problèmes suivants :

1) Au bout du tempsT donné, amener le système enx(T) = 0, tout en minimisant le critère :

C =
Z T

0

1
2

(u2 + w2x2)dt

2) Même problème, maisx(T) est laissé libre

3) Même problème, mais on considère le critère :

C =
Z T

0

1
2

(u2 + w2x2)dt +
a
2

x2 (T)

a�n d'amenerx(T) au voisinage de zéro.

4) Critère identique à la question 2), mais avec une duréeT qui est laissée libre.

Pour les questions 1 à 3 on expliquera ce que devient la commande en boucle fermée quandt ! T
et poutt �ni quand T ! ¥ .

1.3.2 PM2

Soit le système continu du premier ordre dé�ni par l'équation différentielle :

�x = ¡ x+ u

que l'on désire amener au bout d'un tempsT donné, d'un état initialx0 donné à un état �nal voisin
de zéro, en minimisant l'énergie de la commande. Pour réaliser cet objectif, on considère le critère à
minimiser :

C = 1
2x2(T)+

Z T

0

1
2u2dt

1±) Ecrire le hamiltonien de ce problème.

2±) Ecrire les équations d'optimalité.

3±) Intégrer les équations différentielles du système adjoint et du processus en fonction dex0 et de
y 0.

4±) Exploiter la condition de transversalité terminale pour établir la relation qui liey 0 à x0.

5±) Donner la commande optimale en boucle fermée.
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10 1. ENONCÉS

1.3.3 PM3

On considère le système linéaire du premier ordre :

�x¡ x = u

partant de l'état initial donnéx(0) = x0. Appliquer le principe du maximum pour résoudre les
problèmes suivants :

1) Au bout du tempsT donné, amener le système enx(T) = 0, tout en minimisant le critère :

C =
Z T

0

1
2

(u2 + 3x2)dt

1.a) Ecrire les conditions d'optimalité donnant la commande optimale en fonction dey . Ecrire
l'équation différentielle du vecteur adjoint. Eliminer la commande optimale du système diférentiel ob-
tenu enx et y . Véri�er qu'en élimant les termes eny et �y dans ce système on obtient une équation
différentielle du second ordre enx du typeẍ¡ w2x = 0. Elle a pour solutionx = Aewt + Be¡ wt oùA etB
sont deux constantes à déterminer. Exprimer la solutiony (t) en fonction deA etB:

1.b) Utiliser les contraintes intiales et terminales pour calculer les constantesA et B: En déduire
y 0 (que l'on exprimera en fonction dee4T et x0) et la commande optimale en boucle ouverte, puis la
commande optimale en boucle fermée. Que devient-elle quandT ! ¥ et quandt ! T �ni.

1.c) CalculerĤ en fonction deA etB. Véri�er qu'il est constant.

1.d) On considère maintenant queT est libre et inconnu. Calculez sa valeur optimale (Il faut utiliser
une relation supplémentaire pour la trouver). Que devient la commande optimale en boucle fermée dans
ce cas etx(t).

2) Même problème, avecT donné, maisx(T) laissé libre.

2.a) Etape sautée car résultats strictement identiques à 1.a).

2.b) Utiliser la nouvelle condition de transversalité pour calculerA et B. En déduirey 0 et la com-
mande optimale en boucle ouverte, puis la commande optimale en boucle fermée. Que vautx(T). Que
devient la commande en boucle fermée quandT ! ¥ et quandt ! T �ni.

2.c) Inutile car résultat identique à 1.c).

2.d) On considère maintenant queT est libre et inconnu. Calculez sa valeur optimale. Que devient
la commande optimale en boucle fermée dans ce cas etx(t).

3) Même problème avecT donné,x(T) laissé libre, mais avec le critère :

C =
Z T

0

1
2

(u2 + 3x2)dt +
1
2

x2 (T)

3.a) Etape sautée car résultats strictement identiques à 1.a) ou 2.a)

3.b) Utiliser la nouvelle condition de transversalité pour calculerA et B. En déduirey 0 et la com-
mande optimale en boucle ouverte, puis la commande optimale en boucle fermée. Que vautx(T). Que
devient la commande en boucle fermée quandT ! ¥ et quandt ! T �ni.

3.c) Inutile car résultat identique à 1.c) ou 2.c)

3.d) On considère maintenant queT est libre et inconnu. Calculez sa valeur optimale. Que devient
la commande optimale en boucle fermée dans ce cas etx(t).

1.3.4 PM4

Soit le système :
�x = x+ u
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1.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 11

Disposant d'une énergieE, on désire amener le système en un tempsT de l'étatx(0) = x0 à l'état
x(T) = 0 en minimisant le critère :

C =
Z T

0

(x+ u)2

2
dt

L'énergie consomméeeétant égale à :

e=
Z T

0

u2

2
dt

1). On recherche le domaine commandable, c'est-à-dire la plage des valeurs initialesx0 qu'on peut
ramener àx(T) = 0 en un tempsT en dépensant toute l'énergie dont on disposeE. Pour cela on remplace
le critère initial par la maximisation de :

C = x2
0

Trouver la valeur̂x0 correspondante.

2). En supposant quex0 · x̂0 et que la minimisation du critère nécessite une énergiee inférieure à
E :

— appliquer le principe du maximum et trouver la commande optimale en boucle ouverte (en
fonction det, T et x0),

— en déduire la commande en boucle fermée (en fonction det, T et x(t)).

Quel est le domaine desx0 pour lequel l'hypothèsee· E est véri�ée ?

3). Entre les deux domaines précédents, la minimisation du critère se fait avec la contrainte égalité :

Z T

0

u2

2
dt = E

Ecrire les équations d'optimalité.

4). Résoudre ces conditions dans le cas oùT ! ¥ :

— Déterminerx(t), u(t) et la relation qui les lie (la valeur du gain constant).
— Utiliser la contrainte sur l'énergie pour calculer la valeur de ce gain.

1.3.5 PM5

Une cible se déplace à vitesse constantevc sur une trajectoire d'équation :

xc (t) = L + yct (1.2)

Un mobile régi par l'équation différentiellëx¡ w2x = u est situé à l'instant initialt = 0 enx = x0,
�x = y0. Ce mobile doit effectuer un rendez-vous avec une cible de telle manière qu'à l'instant �nalT on
ait x(T) = xc (T) et �x(T) = yc. On cherche la trajectoire de rendez-vous qui minimise le critère :

C =
Z T

0

1
2

¡
u+ w2x

¢2
dt

1. Dans le cas oùT est donné, résoudre le problème de rendez-vous optimal à temps �xé en appli-
quant le principe du maximum :

(a) Mettre sous forme d'état

(b) Hamiltonien

(c) Exprimer la commande optimale en fonction du vecteur adjoint
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12 1. ENONCÉS

(d) Intégrer les trajectoires du système adjoint et de l”état

(e) Calculer l'adjoint initial

(f) Donner l'expression de la commande optimale en boucle fermée lorsquexc = yc = 0:

(g) Simpli�ez l'expression du Hamiltonien. Que remarquez-vous ?

2. On suppose maintenant quex0 = y0 = 0, queT est inconnu et quexc et yc non nuls donnés par
l'expression (1.2). Calculez la valeur optimale deT et le critère correspondant.
— On pourra :soit développer l'expression du critère en fonction deT et chercher la valeur deT

qui minimise cette expression,
— soit utiliser les conditions de transversalité qui exprimenty 1 (T) et H (T) en fonction d'un

paramètre supplémentaire inconnu, qui sera éliminé pour générer une expression qui permet
de calculer l'inconnueT:

Sous quelle condition liantL et yc trouve-t-on une solution ?

Quelle est la validité de cette solution ?

Remarque : Pour faciliter la correction on utilisera les notations suivantes :

y 1 (0) = ¡ a

y 2 (0) = b

1.3.6 PM6

Soit le système continu du deuxième ordre dé�ni par l'équation différentielle :
½

�x = v
�v = u

que l'on désire amener au bout d'un tempsT donné, d'un état initialx0, v0 donné à l'état �nal nul
x(T) = v(T) = 0, tout en minimisant l'énergie de la commande :

C =
Z T

0

1
2u2dt

1±) Ecrire le hamiltonienH de ce problème et les équations d'optimalité.

2±) Intégrer les équations différentielles du système adjoint et du processus en fonction deX0 et de
Y 0.

3±) Véri�er que le hamiltonienĤ est constant sur la trajectoire optimale.

4±) Exploiter la condition terminale pour établir la relation qui lieY 0 à X0 et donnerĤ (T).

5±) Donner la commande optimale en boucle fermée.

6±) Cas de l'horizon libre. Exploiter la condition de transversalité surĤ (T) pour trouver les valeurs
optimales deT. Quelles conditions doivent véri�erx0 etv0 pour qu'une solution en temps �ni existe.

1.3.7 PM7

Soit le système continu représenté par l'équation d'évolution d'état :
½

�x+ x = u
�y = ¡ 1

2u2

On désire l'amener de l'état initial donné
µ

x(0)
y(0)

¶
=

µ
0
E

¶
, à l'état �nal

µ
x(T)
y(T)

¶
=

µ
X
0

¶
,

avecX le plus grand possible.
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1.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 13

1. Ecrire le hamiltonien, la condition d'optimalité de la commande, le système adjoint et les condi-
tions aux limites.

2. Intégrer le système adjoint et calculer la commande optimale boucle ouverte en intégrant la
deuxième équation d'état.

3. Calculer la valeur théorique duxT atteint avec cette commande optimale.

4. Donner l'expression de la commande optimale en boucle fermée.

Remarque : Le problème traité consiste à amener le plus loin possible le système�x+ x = u en
consommant toute l'énergieE =

RT
0

1
2u2dt disponible. Cette contrainte égalité de consommation est

introduite sous forme d'une variable d'état supplémentairey =
RT

t
1
2u2dt.

1.3.8 PM8

Soit le système du deuxième ordre :
ẍ = u

On note :

e=
Z T

0

1
2

u2dt

l'énergie consommée par ce système sur l'horizon de temps[0; T]. Appliquez le principe du maximum
pour trouver les extremum de[x(T)]2 qui correspondent àv(T) = �x(T) = 0, à partir des conditions
initialesx(0) = x0 et v(0) = �x(0) = 0 données, avec la contraintee· E donné.

1) Mettre le système sous-forme d'état, écrire le Hamiltonien du problème et les conditions d'op-
timalité. Montrer que la contraintee· E doit être saturée.

2) Intégrer le système adjoint et montrer que la commande optimale en boucle ouverte ne dépend
en fait que de deux paramètres inconnus que l'on noterag0 et j, avecg0 = u(0).

3) Utiliser la condition terminale et la contrainte sur l'énergie pour calculer ces inconnues. On

poseraG=

r
6E
T

.

4) En déduire les valeursxF = x(T) qui minimisent ou maximisent[x(T)]2.

5) De l'étude du signe du paramètre de Kuhn et Tucker associé à la contraintee · E, déduire le
signe donner àg0 en fonction du signe dexF puis dex0, suivant que l'on maximise ou minimise[x(T)]2.
En déduire le domaine d'optimalité de la commande trouvée en fonction dex0 suivant que l'on maximise
ou minimise[x(T)]2.

1.3.9 PM9

On considère le système continu du deuxième ordre dé�ni par l'équation différentielle :
½

�x = y
�y = u

On désire l'amener de sa position initialex(0) = y(0) = 0, à la position �naley(T) = 0 et x(T)
maximal avec l'énergie limitée : Z T

0

1
2

u2dt = E

Pour résoudre ce problème par le principe du maximum, on introduit un troisième état en posant :

�z=
1
2

u2
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14 1. ENONCÉS

La contrainte
RT

0
1
2u2dt = E devient

RT
0 �zdt = z(T) ¡ z(0) = E. En choisissantz(0) = 0, il vient

z(T) = E.

1) Trouver lex(T) maximal atteignable en appliquant le principe du maximum. On prendras =
¡ x(T) comme critère terminal à minimiser.

2) Même question lorsquey(T) est quelconque.

1.3.10 PM10

Soit le système continu représenté par l'équation d'évolution d'état :
½

�x = a x+ u
�y = ¡ 1

2u2

aveca 6= 0. On désire l'amener de l'état initial donné
µ

x0

y0

¶
à l'instantt = 0, à l'état

µ
xT

yT

¶
à

l'instant �nal T donné, avecyT = 0 etxT maximal.

1. Ecrire le hamiltonien et la condition d'optimalité, le système adjoint et les conditions aux limites.

2. Intégrer le système adjoint et calculer la commande optimale boucle ouverte en intégrant la
deuxième équation d'état.

3. Calculer la valeur théorique duxT atteint avec cette commande optimale.

4. Donner l'expression de la commande optimale en boucle fermée.

1.3.11 PM11

On considère le système linéaire du deuxième ordre :

½
�x = ¡ x+ u

�y = u
(1)

que l'on désire amener au bout d'une duréeT de l'état initialx(0) = x0, y(0) = y0 donné à un état
�nal véri�ant la contrainte :

x(T)+ y(T) = 1

tout en minimisant le critère :

C =
Z T

0

1
2

u2dt

Etudier ce problème par le principe du maximum. On écrira :

1) le HamiltonienH,

2) les équations différentielles du système adjoint que l'on intègrera en fonction des conditions
initiales inconnuesy (0) = y 0 et j (0) = j 0.

3) la commande optimaleu qui maximiseH

4) On intègrera ensuite les équations (1) en fonction des paramètresy 0 et j 0.

5) On utilisera les conditions initiales, terminale et la condition de transversalité �nale pour établir
les relations qui lienty 0 et j 0 àx0 ety0.

6) Calculery 0 et j 0 dans le cas oùx0 et y0 sont liés par la relationx0e¡ T + y0 = 1. Quelle est la
commande optimale dans ce cas ?

Rappels :
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1.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 15

L'équation différentielle�z+ az= 0 a pour solution généralez= Ae¡ at oùA dépend de la condition
initiale.

L'équation différentielle�z+ az= B+ Cebt a pour solution généralez= A0e¡ at + B
a + C

a+ bebt où A0

dépend de la condition initiale.
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Chapitre 2

Solutions

2.1 Programmation non linéaire

2.1.1 PNL1

1±) Lagrangien :

L = å N¡ 1
ni= 0

¡
xn + 1

2u2
n

¢
+ å N¡ 1

n= 0 y n+ 1 (xn + un ¡ xn+ 1)+ h (x0 ¡ x¤
0)+ xxN

2±) Conditions d'optimalité :

L un = un + y n+ 1 = 0 ! ûn = ¡ y n+ 1

L xn = 1+ y n+ 1 ¡ y n = 0 ! y n+ 1 = y n ¡ 1 pourn = 1 àN ¡ 1 (2.1)

L x0 = 1+ y 1 + h = 0 ! y 1 = ¡ h ¡ 1; on pose¡ h = y 0

L xN = ¡ y N + x = 0 ! y N = x inconnu (ignoré)

En posanty 0 = ¡ h , on étend l'équation 2.1 den = 0 jusqu'àN ¡ 1.

3±) Intégrations :

a) Du système adjoint. :
y 1 = y 0 ¡ 1 = y 0 ¡ 1
y 2 = y 1 ¡ 1 = y 0 ¡ 2
...

...
...

y n = y n¡ 1 ¡ 1 = y 0 ¡ n

D'où :
ûn = ¡ y n+ 1 = ¡ y 0 + n+ 1

b) Du processus :
x1 = x0 + u0 = x0 ¡ y 0 + 1
x2 = x1 + u1 = x1 ¡ y 0 + 2
x3 = x2 + u2 = x1 ¡ y 0 + 3
...

...
...

xn = xn¡ 1 + un¡ 1 = xn¡ 1 ¡ y 0 + n
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18 2. SOLUTIONS

D'où par sommation :

xN = x0 ¡ Ny 0 +
N(N + 1)

2

4±) La relationxN = 0 implique :

y 0 =
1
N

x0 +
N + 1

2

5±) Commande en boucle fermée. On a :

û0 = ¡ y 0 + 1 = ¡
1
N

x0 ¡
N + 1

2
+ 1

û0 = ¡
1
N

x0 +
1¡ N

2

d'où la commande en boucle fermée, lorsqu'il resteN ¡ k étapes :

ûk = ¡
1

N ¡ k
xk +

1¡ N + k
2

2.1.2 PNL2

Première question - Commandabilité
Le système est commandable si on peut l'amener d'un état quelconque à un état �nal désiré en

un nombre �ni d'étape. Comme la contrainte terminale est constituée de deux équations (xN = x¤
N et

yN = y¤
N) , il faut au moins deux étapes pour introduire deux inconnuesuN¡ 1 etuN¡ 2.

Posons :

XN =
µ

1 1
0 1

¶
XN¡ 1 +

µ
0
1

¶
uN¡ 1 = AXN¡ 1 + BuN¡ 1

Il en résulte les équations :
½

XN = AXN¡ 1 + BuN¡ 1

XN¡ 1 = AXN¡ 2 + BuN¡ 2
! XN = A2XN¡ 2 + ABuN¡ 2 + BuN¡ 1

Ce qui s'écrit matriciellement :

XN ¡ A2XN¡ 2 =
£

AB B
¤
µ

uN¡ 2

uN¡ 1

¶

En continuant l'itération, on aurait :

XN ¡ AkXN¡ k =
£

Ak¡ 1 ¢¢¢ AB B
¤

0

B
B
B
@

uN¡ k
...

uN¡ 2

uN¡ 1

1

C
C
C
A

Pour amener ce système deXN¡ k quelconque àXN donné, il faut que ce système ait (au moins) une
solution, ce qui suppose que la matrice

£
Ak¡ 1 ¢¢¢ AB B

¤
soit de rang 2 (le nombre d'équations).

Le Théorème de Cayley-Hamilton indique qu'une matrice est solution de son équation caractéristique.
Pour la matriceA qui est d'ordre 2, cela signi�e queA2, A, et I2£ 2 sont liées. Autrement dit queA2 est
une combinaison linéaire deA et I2£ 2, ce qui signi�e queA2B est une combinaison linéaire deAB et B,
et de même pour les puissances deA supérieures à 2. Il est donc inutile de considérerk > 2.
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2.1 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 19

Calculons le déterminant de
£

AB B
¤

:

D=

¯
¯
¯
¯

1 1
1 0

¯
¯
¯
¯ = ¡ 1

Le système est commandable.

Deuxième question - Résolution par la P.N.L.
a) Lagrangien :

L =
N¡ 1
å

n= 0

·
1
2

u2
n + j n+ 1 (xn + yn ¡ xn+ 1)+ y n+ 1 (yn + un ¡ yn+ 1)

¸

+ h1 (x0 ¡ x¤
0) + h2 (y0 ¡ y¤

0)+ x1 (xN ¡ x¤
N)+ x2 (yN ¡ y¤

N)

b) Conditions du premier ordre :

L un = ûn + y n+ 1 = 0 ! ûn = ¡ y n+ 1

L Xn = 0 :
½

L xn = j n+ 1 ¡ j n = 0
L yn = j n+ 1 + y n+ 1 ¡ y n = 0

pourn = 1 àN ¡ 1

L X0 = 0 :
½

L x0 = j 1 ¡ h1 = 0
L y0 = j 1 + y 1 ¡ h2 = 0

L XN = 0 :
½

L xN = ¡ j N + x1 = 0
L yN = ¡ y N + x2 = 0

En remplaçanth1 parj 0 eth2 pary 0 on supprime les conditions de transversalitéL X0 et on étend
le système récurrent adjoint àn = 0, avecj 0 et y 0 inconnus.

Les conditions de transversalitéL XNn'apportent rien (dans ce cas) car elles introduisent autant
d'inconnuesnouvellesque d'équations.

c) Intégration du système adjoint en fonction des inconnuesj 0 et y 0.

C'est immédiat :

j n = cte= j 0

y n+ 1 = y n ¡ j 0 ! y n = y 0 ¡ nj 0

d) Intégration des équations d'état en fonction des inconnuesj 0 et y 0.

On utilise :
ûn = ¡ y n+ 1 = ( n+ 1) j 0 ¡ y 0

La deuxième équation d'état devient :

yn+ 1 = yn + ( n+ 1) j 0 ¡ y 0

D'où :

y1 = y0 + j 0 ¡ y 0

y2 = y1 + 2j 0 ¡ y 0

¢¢¢

yn = yn¡ 1 + nj 0 ¡ y 0

soit en ajoutant :

yn = y0 +
n
å

k= 1
kj 0 ¡ ny 0 = y0 +

n(n+ 1)
2

j 0 ¡ ny 0
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20 2. SOLUTIONS

La première équation d'état donne :

x1 = x0 + y0 = x0 + y0

x2 = x1 + y1 = x1 + y0 + j 0 ¡ y 0

x3 = x2 + y2 = x2 + y0 + 3j 0 ¡ 2y 0

¢¢¢

xn = xn¡ 1 + yn¡ 1 = xn¡ 1 + y0 +
n(n¡ 1)

2
j 0 ¡ (n¡ 1) y 0

D'où :

xn = x0 + ny0 + å n
k= 1

k(k¡ 1)
2

j 0 ¡ å n
k= 1 (k¡ 1) y 0

Soit :

xn = x0 + ny0 +
n

¡
n2 ¡ 1

¢

6
j 0 ¡

n(n¡ 1)
2

y 0

D'où pourn = N :

xN = x0 + Ny0 +
N

¡
N2 ¡ 1

¢

6
j 0 ¡

N(N ¡ 1)
2

y 0

yN = y0 +
N(N + 1)

2
j 0 ¡ Ny 0

e) Les conditions �nales imposentxN = yN = 0. D'où le système :

0

B
@

N
¡
N2 ¡ 1

¢

6
¡

N(N ¡ 1)
2

N(N + 1)
2

¡ N

1

C
A

µ
j 0

y 0

¶
= ¡

µ
x0 + Ny0

y0

¶

D'où :
µ

j 0

y 0

¶
= ¡

0

B
@

¡
12

N(N2 ¡ 1)
6

N(N + 1)

¡
6

N(N ¡ 1)
2
N

1

C
A

µ
x0 + Ny0

y0

¶

f) Commandeu0 etun en boucle fermée :

On a :
u0 = ¡ y 1 = j 0 ¡ y 0

Soit :

u0 = ¡
·

6
N(N + 1)

4
N

¸µ
x0

y0

¶

D'où :

unBF = ¡
·

6
(N ¡ n)(N ¡ n+ 1)

4
N ¡ n

¸µ
xnMes

ynMes

¶
(2.2)

Troisième question - Contrainte finale xN + yN = 0

Dans ce cas, il n'y a qu'un paramètre de Lagrangex qui apporte le termex (xN + yN) dans le
lagrangien. Les conditions de transversalité �nales s'écrivent :

½
L xN = ¡ j N + x = 0
L yN = ¡ y N + x = 0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 21

Soit en éliminantx :
y N ¡ j N = 0

D'où les nouvelles équations qui lientj 0, y 0, x0 et y0 :

y N ¡ j N = 0 ! y 0 ¡ (N + 1) j 0 = 0

xN + yN = 0 ! x0 + ( N + 1) y0 +
1
6

N(N + 2)(N + 1) j 0 ¡
1
2

N(N + 1) y 0 = 0

xN = x0 + Ny0 +
N

¡
N2 ¡ 1

¢

6
j 0 ¡

N(N ¡ 1)
2

y 0

yN = y0 +
N(N + 1)

2
j 0 ¡ Ny 0

Ce qui s'écrit matriciellement :
Ã

N(N+ 2)(N+ 1)
6

N(N+ 1)
2

N + 1 ¡ 1

! µ
j 0

y 0

¶
= ¡

µ
x0 +( N + 1) y0

0

¶

D'où : µ
j 0

y 0

¶
= ¡

Ã
6

N(4N+ 5)(N+ 1)
3

4N+ 5
6

(4N+ 5)N ¡ N+ 2
4N+ 5

! µ
x0 +( N + 1) y0

0

¶

et :

u0 = j 0 ¡ y 0 = 6
x0 +( N + 1) y0

(4N + 5)(N + 1)

D'où en boucle fermée :

unBF = 6
xnMes+( N ¡ n+ 1) ynMes

(4N ¡ 4n+ 5)(N ¡ n+ 1)
(2.3)

Quatrième - question - Contrainte initiale x0 + y0 = 1

Dans ce cas, il n'y a qu'un paramètre de Lagrangeh qui apporte le termeh (x0 + y0 ¡ 1) dans le
lagrangien. Les conditions de transversalité initiales s'écrivent :

L x0 = j 1 ¡ h = 0 ! j 0 = h
L y0 = j 1 + y 1 ¡ h = 0 ! y 0 = h

¾
!

½
j 0 = h
y 0 = h

Soit en éliminanth :
j 0 ¡ y 0 = 0

Le reste du problème est inchangé, mais maintenantx0 et y0 ne sont pas donnés mais seulement
liés par la relationx0 + y0 = 1.

a) Dans le cas oùxN = yN = 0, les 4 inconnuesx0, y0, j 0 et y 0 sont liées par les relations :

8
>>><

>>>:

x0 + Ny0 +
N(N2¡ 1)

6 j 0 ¡ N(N¡ 1)
2 y 0 = 0

y0 + N(N+ 1)
2 j 0 ¡ Ny 0 = 0

x0 + y0 = 1
j 0 ¡ y 0 = 0
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22 2. SOLUTIONS

D'où le meilleur point de départ :
½

x0 = 2 N+ 1
2N¡ 1

y0 = ¡ 3
2N¡ 1

qui correspond à :

j 0 = y 0 =
6

N(N ¡ 1)(2N ¡ 1)

Remarquons que la commande en boucle ouverte :

un = ( n+ 1) j 0 ¡ y 0 =
6n

N(N ¡ 1)(2N ¡ 1)

est nulle pourn = 0. Elle ne permet donc pas le calcul de la commande en boucle fermée. La commande
en boucle fermée n'est à considérer qu'en présence de perturbations susceptible de rompre la contrainte
introduite parx0 + y0 = 1. Pour calculer la commande en boucle fermée, il faut donc ignorer cette
contrainte ce qui nous ramène au problème initial. La commande en boucle fermée est donc donnée
par (2.2), soit :

unBF = ¡
·

6
(N ¡ n)(N ¡ n+ 1)

4
N ¡ n

¸µ
xnMes

ynMes

¶

Remarquons qu'en partant du point de départ optimal, on a bien :

u0BF = ¡
µ

6
N(N + 1)

4
N

¶µ
2 N+ 1

2N¡ 1
¡ 3

2N¡ 1

¶
= 0

b) Dans le cas oùxN + yN = 0, les 4 inconnuesx0, y0, j 0 et y 0 sont liées par les relations :

8
>><

>>:

x0 +( N + 1) y0 + 1
6N(N + 2)(N + 1) j 0 ¡ 1

2N(N + 1) y 0 = 0
x0 + y0 = 1

y 0 ¡ (N + 1) j 0 = 0
j 0 ¡ y 0 = 0

D'où :
j 0 = y 0 = 0

et le meilleur point de départ : ½
x0 = N+ 1

N
y0 = ¡ 1

N

Remarquons que la commande en boucle ouverte :

un = ( n+ 1) j 0 ¡ y 0 = 0

est toujours nulle. Elle ne permet donc pas le calcul de la commande en boucle fermée. Comme précé-
demment, la commande en boucle fermée n'est à considérer qu'en présence de perturbations susceptible
de rompre la contrainte introduite parx0 + y0 = 1. Pour calculer la commande en boucle fermée, il
faut donc ignorer cette contrainte à la question 3. La commande en boucle fermée est donc donnée
par (2.3), soit :

unBF = 6
xnMes+( N ¡ n+ 1) ynMes

(4N ¡ 4n+ 5)(N ¡ n+ 1)

Remarquons qu'en partant du point de départ optimal, on a bien :

u0BF = 6
N+ 1

N ¡ (N + 1) 1
N

(4N + 5)(N + 1)
= 0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 23

2.1.3 PNL3

Première question - Lagrangien et conditions d’optimalité
Le critère à minimiser s'écrit :

C = ¡ xN

D'où le lagrangien :

L = ¡ xN + å N¡ 1
n= 0 y n+ 1 (axn + un ¡ xn+ 1) + l

¡ 1
2å N¡ 1

n= 0 u2
n ¡ y0

¢
+ h (x0 ¡ x¤

0) (2.4)

où le termeh (x0 ¡ x¤
0) peut être omis.

Equation d'optimalité de la commande :

L un = y n+ 1 + l ûn = 0 pourn = 0 àN ¡ 1 (2.5)

Système adjoint :
L xn = ay n+ 1 ¡ y n = 0 pourn = 1 àN ¡ 1 (2.6)

Transversalité initiale :
L x0 = ay 1 + h = 0

On posey 0 = ¡ h (inconnu) et on étend l'équation (2.6) pourn = 0.

Transversalité �nale :
L xN = ¡ 1¡ y N = 0 (2.7)

Deuxième question - Intégration système adjoint et commande boucle ouverte
Compte tenu de l'initialisation (2.7) l'intégration à rebours de l'équation (2.6) donne :

y N = ¡ 1

y N¡ 1 = ¡ a

y N¡ 2 = ¡ a2

soit :
y n = ¡ aN¡ n

D'où la commande en boucle ouverte tirée de (2.5) :

ûn =
1
l

aN¡ n¡ 1 (2.8)

En reportant cette valeur dans la contrainte eny0 on obtient :

y0 = 1
2l 2 å N¡ 1

n= 0

¡
aN¡ n¡ 1¢2

=
1

2l 2å N
k= 1a2(N¡ k)

D'où :

l 2 =
1

2y0

·
1¡ a2N

(1¡ a2)

¸

Le contenu du crochet étant toujours positif, il vient :

l = §

s
1¡ a2N

2y0 (1¡ a2)
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24 2. SOLUTIONS

d'où la commande optimale en boucle ouverte :

ûn = § aN¡ n

s
2y1 (1¡ a2)

1¡ a2N

Troisième question - Valeur atteinte par xN

x1 = ax2 + 1
l aN¡ 1

x2 = ax1 + 1
l aN¡ 2 = a2x0 + 1

l aN + 1
l aN¡ 2

¢¢¢

xN = axN¡ 1 + 1
l a0 = aNx0 + 1

l

¡
a2(N¡ 1) + ¢¢¢+ a2 + 1

¢

Or :
a2(N¡ 1) + ¢¢¢+ a2 + 1 = 2l 2y0

D'où :
xN = aNx0 + 2l y0

Comme on cherche à maximiserxN, il faut choisirl positif, d'où :

xN = aNx0 +

s
2y0 (1¡ a2N)

(1¡ a2)

Quatrième question - commande en boucle fermée
On l'obtient en remplaçant dans l'expression deû0, les expressions faisant référence à l'étape 0 par

des expression faisant référence à l'étape en coursn et la durée totaleN parN ¡ n:

û0 = aN

s
2y0 (1¡ a2)

1¡ a2N ! ûnBF = aN¡ n

s
2yn (1¡ a2)
1¡ a2(N¡ n)

Dansû0, le paramètrey0 représente l'énergie disponible à l'instant 0, il faut donc remplacery0 par yn

énergie disponible à l'instantn.

2.1.4 PNL4

Le lagrangien s'écrit :

L =
1
2

¡
u2

0 + u2
1 + u2

2

¢
+ y T

1 (AX0 + Bu0 ¡ X1)+ y T
2 (AX1 + Bu1 ¡ X2)+ y T

1 (AX2 + Bu2 ¡ X3)

+ h T (X0 ¡ X¤
0 ) + x TX3

L ui = ui + BTy i+ 1 = 0 ! ui = ¡ BTy i+ 1 pouri = 0 à2

L X0 = ATy 1 + h = 0 inutilisée

L Xi = ATy i+ 1 ¡ y i = 0 pouri = 1 à2 ! y i+ 1 = A¡ Ty i
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2.1 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 25

L X3 = x ¡ y 3 = 0 inutilisée

Intégration du système en fonction deX0 et y 1

X1 = AX0 + Bu0 = AX0 ¡ BBTy 1

X2 = AX1 + Bu1 = A
¡
AX0 ¡ BBTy 1

¢
¡ BBTy 2 = A2X0 ¡

¡
ABBT + BBTA¡ T¢

y 1

X3 = AX2 + Bu2 = A
¡
A2X0 ¡

¡
ABBT + BBTA¡ T¢

y 1
¢

¡ BBTy 3

= A3X0 ¡
¡
A2BBT + ABBTA¡ T + BBTA¡ 2T¢

y 1

M = A2BBT + ABBTA¡ T + BBTA¡ 2T =
µ

1 1
¡ 1 5

¶
M¡ 1 =

µ 5
6 ¡ 1

6
1
6

1
6

¶

X3 = A3X0 ¡ My 1 ! y 1 = NX0 avecN = M¡ 1A3 =
µ 25

6 3
17
6 2

¶

D'où û0 = K0X0 avec :
K0 = ¡ BTN = ¡

¡
17
6 2

¢

Calculonsu1 etu2 en boucle fermée.

X1 = ( A+ BK0) X0 =
µ

1 1
¡ 5

6 ¡ 1

¶
X0 ! X0 = ( A+ BK0)¡ 1X1

avec :

(A+ BK0)¡ 1 =
µ

6 6
¡ 5 ¡ 6

¶

et :

u1 = ¡ BTy 2 = ¡ BTA¡ TNX0 = ¡ BTA¡ TN(A+ BK0)¡ 1X1 = K1X1

avec :
K1 = ¡ BTA¡ TN(A+ BK0)¡ 1 = ¡

¡
3 2

¢

X2 = ( A+ BK1) X1 =
µ

1 1
¡ 1 ¡ 1

¶
X1 non inversible

et :

u2 = ¡ BTy 3 = ¡ BTA¡ 2TNX0 = ¡ BTA¡ 2TN(A+ BK0)¡ 1X1 = K0
2X1 avecK0

2 = ¡
¡

1 1
¢

Théoriquement,on ne peut inverserX2 =
µ

1 1
¡ 1 ¡ 1

¶
X1 pour exprimeru2 = K2X2, mais on voit

queu2 = ¡
¡

1 1
¢

X1 correspond soit à¡ x2 soit ày2 qui seront égaux si tout est parfait entre les étapes
2 et 3. D'où u2 = ¡ x2 ouu2 = y2.
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26 2. SOLUTIONS

2.1.5 PNL5

Le lagrangien s'écrit :

L =
N¡ 1

å
n= 0

·
1
2

¡
cx2

n + du2
n

¢
+ y n+ 1 (axn + un ¡ xn+ 1)

¸
+

x2
N

2
+ h (x0 ¡ x¤

0)

La commande optimale est telle que :

¶L
¶un

= 0 ! dun + y n+ 1 = 0 ! ûn = ¡
y n+ 1

d
; n 2 [0;N ¡ 1]

Système adjoint :

¶L
¶xn

= 0 ! f cxn + ay n+ 1 ¡ y n = 0 !
½

y n+ 1 =
1
a

(y n ¡ cxn) ; n 2 [1;N ¡ 1] (2.9)

Condition de transversalité initiale :

¶L
¶x0

= 0 ! f cx0 + ay 1 + h = 0 (2.10)

Avec 2.10, en posanth = ¡ y 0 on étend 2.9 pourn = 0 avecy 0 indéterminé (qui remplaceh ).

Condition de transversalité �nale :

¶L
¶xN

= 0 ! f ¡ y N + xN = 0 ! y N = xN

Equations récurrentes en fonction du paramètrey 0 :
(

xn+ 1 = axn ¡
y n+ 1

d
y n+ 1 = ¡ c

axn + 1
ay n

!
½

xn+ 1 =
¡
a+ c

ad

¢
xn ¡ 1

day n

y n+ 1 = ¡ c
axn + 1

ay n

Cas particuliera = 1, c = 0 etd = 1:
½

xn+ 1 = xn ¡ y n

y n+ 1 = y n

D'où :
y n = y 0

et :

x1 = x0 ¡ y 0

x2 = x1 ¡ y 1 = ( x0 ¡ y 0) ¡ y 0 = x0 ¡ 2y 0

x3 = x2 ¡ y 2 = ( x0 ¡ 2y 0) ¡ y 0 = x0 ¡ 3y 0

: : : = : : :

xn = x0 ¡ ny 0

D'où :
xN = x0 ¡ Ny 0

L'équation de transversalitéxN ¡ y N = 0 implique :

x0 ¡ Ny 0 ¡ y 0 = 0
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2.1 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 27

soit :
y 0 =

x0

N + 1

D'où :

û0 = ¡ y 1 = ¡ y 0 = ¡
x0

N + 1

Soit en boucle fermée :
ûk = ¡

xk

N ¡ k+ 1

2.1.6 PNL6

1±) Lagrangien :

L = 1
2x2

N + å N¡ 1
n= 0

1
2u2

n + å N¡ 1
n= 0 y n+ 1 (2xn + un ¡ xn+ 1) + h (x0 ¡ x0)

2±) Conditions d'optimalité :

L un = un + y n+ 1 = 0 ! ûn = ¡ y n+ 1 (1)

L xn = 2y n+ 1 ¡ y n = 0 ! y n+ 1 = 1
2y n (2)

L xN = xN ¡ y N = 0 (3)

L x0 = 2y 1 + h = 0

En posanty 0 = ¡ h , on étend l'équation (2) den = N ¡ 1 jusqu'à0.

3±) Intégrations :

a) Du système adjoint. On a immédiatement :

y n =
1
2ny 0

b) Du processus :

x1 = 2x0 ¡ y 1 = 2x0 ¡ 1
2y 0 = 2x0 ¡ 1

2y 0

x2 = 2x1 ¡ y 2 = 2x1 ¡ 1
22 y 0 = 22x0 ¡ y 0 ¡ 1

22 y 0

x3 = 2x2 ¡ y 3 = 2x2 ¡ 1
23 y 0 = 23x0 ¡ 2y 0 ¡ 1

2y 0 ¡ 1
23 y 0

...
...

...

D'où :

xN = 2Nx0 ¡
·
2N¡ 2 + 2N¡ 4 + ¢¢¢+

1
2N¡ 2 +

1
2N

¸
y 0

Soit :

xN = 2Nx0 ¡
2N ¡ 2¡ N

3
y 0

4±) La relation (3) implique :

2Nx0 ¡
2N ¡ 2¡ N

3
y 0 ¡

1
2N y 0 = 0

d'où :

y 0 =
3£ 2N

2N + 21¡ N x0 =
3

1+ 21¡ 2N x0
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28 2. SOLUTIONS

5±) Commande en boucle fermée. On a :

û0 = ¡ y 1 = ¡
1
2

y 0 = ¡
3=2

1+ 21¡ 2N x0

d'où la commande en boucle fermée, lorsqu'il resteN ¡ k étapes :

ûk = ¡
3=2

1+ 21¡ 2(N¡ k)
xk

Annexes : Autres approches pour intégrer le système aux deux bouts.

a) Utilisation de la transformée en z :

On axn+ 1 = 2xn + un et y n+ 1 = 1
2y n avecûn = ¡ y n+ 1, d'où :

xn+ 1 = 2xn ¡ 1
2y n

y n+ 1 = 1
2y n

En prenant les transformées en z on obtient :

z(X ¡ x0) = 2X ¡ 1
2Y

z(Y ¡ y 0) = 1
2Y

D'où :
Y

¡
z¡ 1

2

¢
= zy 0 ! Y =

z

z¡ 1
2

y 0 ! y n =
¡ 1

2

¢n
y 0

qui était évident, et :

X (z¡ 2) = zx0 ¡ 1
2Y ! X =

z
z¡ 2

x0 ¡ 1
2

z
¡
z¡ 1

2

¢
(z¡ 2)

y 0

qui se décompose en :

X =
z

z¡ 2
x0 +

Ã
1
6

z¡ 1
2

¡
2
3

z¡ 2

!

y 0

D'où �nalement :

xn = 2nx0 +
µ

1
6

¡ 1
2

¢n¡ 1
¡

2
3

2n¡ 1
¶

y 0

= 2nx0 +
1
3

³ ¡ 1
2

¢n
¡ 2n

´
y 0

b) Par calcul deAn. Matriciellement, on a :
µ

xn+ 1

y n+ 1

¶
=

µ
2 ¡ 1

2
0 1

2

¶µ
xn

y n

¶

La matrice d'évolution se diagonalise sous la formeA = MLM¡ 1 :

A =
µ

2 ¡ 1
2

0 1
2

¶
=

µ
1 1
0 3

¶µ
2 0
0 1

2

¶µ
1 ¡ 1

3
0 1

3

¶

D'où :

An =
µ

1 1
0 3

¶µ
2n 0
0 1

2n

¶µ
1 ¡ 1

3
0 1

3

¶
=

µ
2n 1

3

¡ 1
2n ¡ 2n

¢

0 1
2n

¶

qui donne également :

xn = 2nx0 +
1
3

³ ¡ 1
2

¢n
¡ 2n

´
y 0
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2.2 PROGRAMMATION DYNAMIQUE 29

2.1.7 PNL7

1±) Lagrangien :

L = un lnun + å N¡ 1
n= 0 y n+ 1 (xn ¡ un ¡ xn+ 1)+ h (x0 ¡ x¤

0)+ x (xN ¡ 0)

2±) Conditions d'optimalité :

L un = lnun + 1¡ y n+ 1 = 0 ! ln ûn = y n+ 1 ¡ 1 (1)

L xn = y n+ 1 ¡ y n = 0 ! y n+ 1 = y n (2)
L xN = ¡ y N + x = 0 (3)
L x0 = y 1 + h = 0 (4)

(3) et (4) n'apportent rien.

3±) Intégrations :

(2) impliquey n = constante notéey 0.

(1) et (2) impliquentu = constante, notéeu.

D'où en sommant :
x1 = x0 ¡ u
x2 = x1 ¡ u
¢¢¢
xN = xN¡ 1 ¡ u

on obtient :
xN = x0 ¡ Nu

xN = 0 implique :
u =

x0

N

Pour que le système ait une solution, il faut, en particulier, pouvoir calculer le critère, c'est-à-dire
exprimerlnu. Il faut doncu > 0, soitx0 > 0.

4±) Commande en boucle fermée. On a :

û0 =
x0

N

d'où la commande en boucle fermée, lorsqu'il resteN ¡ k étapes :

ûk =
xk

N ¡ k

2.2 Programmation dynamique

2.2.1 PD1

Lorsquex3 + y3 = 1, on aR̂3 (x3;y3) = 0. Considérons un état �nal qui véri�e la contrainte et
remontons la trajectoire :

½
x3 = 1

2x2 + u2

y3 = ¡ 2y2 + u2

1 =
1
2

x2 ¡ 2y2 + 2u2 ) ũ2 = y2 ¡
1
4

x2 +
1
2
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La dernière commande est donc imposée. Il en résulte que :

R̃2 (x2;y2) =
1
2

ũ2
2 + R̂3 (x3;y3) =

1
2

µ
y2 ¡

1
4

x2 +
1
2

¶ 2

A l'étape précédente on a :

R̂1 (x1;y1) = opt
uI

½
1
2

u2
1 + R̃2 (x2;y2)

¾

avec : ½
x2 = 1

2x1 + u1

y2 = ¡ 2y1 + u1

D'où :

R̂1 (x1;y1) = opt
uI

(
1
2

u2
1 +

1
2

µ
y2 ¡

1
4

x2 +
1
2

¶ 2
)

= opt
uI

(
1
2

u2
1 +

1
2

µ
¡ 2y1 + u1 ¡

1
4

µ
1
2

x1 + u1

¶
+

1
2

¶ 2
)

¶R1

¶u1
=

25
16

u1 ¡
3
2

y1 ¡
3
32

x1 +
3
8

D'où :

û1 =
24
25

y1 +
3
50

x1 ¡
6
25

et :

R̂1 (x1;y1) =
1

200
(16y1 + x1 ¡ 4)2

A l'étape précédente on a :

R̂0 (x0;y0) = opt
uI

½
1
2

u2
0 + R̃1 (x1;y1)

¾

avec : ½
x1 = 1

2x0 + u0

y1 = ¡ 2y0 + u0

D'où :

R̂0 (x0;y0) = opt
u0

½
1
2

u2
0 +

1
200

(16y1 + x1 ¡ 4)2
¾

= opt
u0

(
1
2

u2
0 +

1
200

µ
16(¡ 2y0 + u0) +

1
2

x0 + u0 ¡ 4
¶ 2

)

¶R1

¶u0
=

389
100

u0 ¡
136
25

y0 +
17
200

x0 ¡
17
25

D'où :

û0 =
544
389

y0 ¡
17
778

x0 +
68
389

Soit à partir dex0 = y0 = 0:

û0 =
68
389

= 0:17481
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2.2 PROGRAMMATION DYNAMIQUE 31

Il en résulte : ½
x1 = 1

2x0 + u0 = 68
389

y1 = ¡ 2y0 + u0 = 68
389

D'où :

û1 =
24
25

y1 +
3
50

x1 ¡
6
25

=
24
25

£
68
389

+
3
50

£
68
389

¡
6
25

= ¡
24
389

= ¡ 6:1697£ 10¡ 2

Il en résulte :
½

x2 = 1
2x1 + u1 = 1

2 £ 68
389 ¡ 24

389 = 10
389 = 2:5707£ 10¡ 2

y2 = ¡ 2y1 + u1 = ¡ 2£ 68
389 ¡ 24

389 = ¡ 160
389 = ¡ :41131

D'où :

ũ2 = y2 ¡
1
4

x2 +
1
2

= ¡
160
389

¡
1
4

£
10
389

+
1
2

=
32
389

= 8:2262£ 10¡ 2

Il en résulte :
½

x3 = 1
2x2 + u2 = 1

2 £ 10
389 + 32

389 = 37
389 = 9:5116£ 10¡ 2

y3 = ¡ 2y2 + u2 = 2£ 160
389 + 32

389 = 352
389 = :90488

On constate bien que :

x3 + y3 =
37
389

+
352
389

= 1

2.2.2 PD2

Dernière étape.̃u2 est contraint par :

½
x3 = x2 + y2 = 0
y3 = 2x2 + y2 + ũ2 = 0

!
½

x2 = ¡ y2

ũ2 = ¡ (2x2 + y2) = ¡ x2 = y2

2R2 = ũ2
2 = x2

2

Avant dernière étape.̃u1 contraint par :

8
<

:

x2 = x1 + y1

y2 = 2x1 + y1 + ũ1

x2 + y2 = 3x1 + 2y1 + ũ1 = 0
! ũ1 = ¡ (3x1 + 2y1)

2R1 = ũ2
1 + ũ2

2 = ( 3x1 + 2y1)2 +( x1 + y1)2 = 10x2
1 + 14x1y1 + 5y2

1

Etape précédente standard :

2R0 = min
uO

©
u2

0 + 10x2
1 + 14x1y1 + 5y2

1

ª
avec

½
x1 = x0 + y0

y1 = 2x0 + y0 + u0
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2R0 = u2
0 + 10(x0 + y0)2 + 14(x0 + y0) (2x0 + y0 + u0) + 5(2x0 + y0 + u0)2

d
du0

(2R0) = 12u0 + 34x0 + 24y0 = 0

û0 = ¡
17
6

x0 ¡ 2y0

et à titre indicatif2R0 = 59
6 x2

0 + 14x0y0 + 5y2
0

2.3 Principe du maximum

2.3.1 PM1

Première question
Le hamiltonien s'écrit :

H = y u¡
1
2

(u2 + w2x2)

Le hamiltonien étant stationnaire, on aura :

Ĥ = cte

La commande optimale maximise le hamiltonien, d'où :

Hu = y ¡ û = 0 ! û = y

Le système adjoint s'écrit :
�y = ¡ Hx = w2x

En reportant la commande optimale dans l'équation d'état, on obtient le système différentiel en
x;y :

�x = y
�y = w2x

¾
! ẍ = w2x

L'équation caractéristique de cette équation différentielle linéaire a pour racinesr = § w. Il en
résulte la solution générale :

x = Aewt + Be¡ wt

Par ailleurs�x = y donne immédiatement :

y = w(Aewt ¡ Be¡ wt)

Conditions aux limites :

— x(0) = x0 est donné,y (0) est inconnu :A+ B = x0

— x(T) = 0 est donné,y (T) est inconnu :AewT + Be¡ wT = 0

La résolution de ces deux équations enA;B donne :

A = ¡
e¡ wT

ewT ¡ e¡ wT x0 ; B =
ewT

ewT ¡ e¡ wT x0

D'où y (0) :

y (0) = w(A¡ B) = ¡ w
ewT + e¡ wT

ewT ¡ e¡ wT x0 = ¡ wx0coth(wT)
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 33

On en déduit la commande initiale :

u(0) = y (0) = ¡ wx0coth(wT)

et la commande en boucle fermée :

u = ¡ wxmescoth(w (T ¡ t))

Remarques :

a) Quandt ! T on au ! ¥ . Ceci provient du fait que si la condition �nale imposée n'est pas
réalisée juste avant l'instant �nal, la commande devient in�nie pour tenter de réaliserx(T) = 0.

b) Si T ! ¥ , u ! ¡ wxmes, la commande devient linéaire.

c) Si on calculeĤ, on trouve :

Ĥ =
1
2

y 2 ¡
1
2

w2x2

= 2w2AB

=
2w2x2

0

(ewT ¡ e¡ wT)2 = cte

Deuxième question
Même hamiltonien, même système adjoint que dans le cas précédent. Seule la deuxième condition

de transversalité change :

x(T) est libre. Il n'y a pas de critère terminal, d'oùs= 0. On a alorsy (T) = ¡
¶s
¶x

= 0. D'où :

w(AewT ¡ Be¡ wT) = 0

A etB sont solutions du système :
½

A+ B = x0

AewT ¡ Be¡ wT = 0

D'où :

A =
e¡ wT

(ewT + e¡ wT)
x0

B =
ewT

(ewT + e¡ wT)
x0

D'où y (0) :

y (0) = w(A¡ B) = w

¡
e¡ wT ¡ ewT

¢

(ewT + e¡ wT)
x0

y (0) = ¡ wx0 tanh(wT)

On en déduit la commande initiale :

u(0) = ¡ wx0 tanh(wT)

et la commande en boucle fermée :

u = ¡ wxmestanh(w (T ¡ t))
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Remarques :

a) Quandt ! T on au ! 0 car ici x(T) est laissé libre.

b) Si T ! ¥ , u ! ¡ wxmes, la commande devient linéaire.

c) Ĥ = 2w2ABest toujours constant.

Troisième question
Même hamiltonien, même système adjoint que dans le cas précédent. Seule la deuxième condition

de transversalité change :

x(T) est libre. Il est dans le critère terminals = 1
2ax2(T). On a alorsy (T) = ¡

¶s
¶x

= ¡ ax(T).

D'où :
w(AewT ¡ Be¡ wT) = ¡ a

¡
AewT + Be¡ wT¢

A etB sont solutions du système :
½

A+ B = x0

AewT (w + a)+ Be¡ wT (a¡ w) = 0

D'où :

A =
(w ¡ a) e¡ wT

w (ewT + e¡ wT) + a(ewT ¡ e¡ wT)
x0

B =
(w + a) ewT

w (ewT + e¡ wT) + a(ewT ¡ e¡ wT)
x0

D'où y (0) :

y (0) = w(A¡ B) = w
(w ¡ a) e¡ wT ¡ (w + a) ewT

w (ewT + e¡ wT) + a(ewT ¡ e¡ wT)
x0

y (0) = ¡ w
w tanh(wT)+ a
w + atanh(wT)

x0

On en déduit la commande initiale :

u(0) = y (0) = ¡ w
w tanh(wT)+ a
w + atanh(wT)

x0

et la commande en boucle fermée :

u = ¡ w
w tanh(w (T ¡ t))+ a
w + atanh(w (T ¡ t))

xmes

Remarques :

a) Quandt ! T on au ! ¡ axmes(T).

b) Si T ! ¥ , u ! ¡ wxmes, la commande devient linéaire.

c) Ĥ = 2w2ABest toujours constant.

Quatrième question
Tous les calculs sont identiques aux cas précédentx, bien queT soit un paramètre inconnu. La

commande optimale qui est exprimée en fonction d'un paramètre inconnuT est inexploitable. Or on sait
que dans ce caŝH = 0. Il en résulte que soitA = 0, soit B = 0. Au vu des expressions deA et B, pour
T > 0, il n'y a queA ! 0 quandT ! ¥ . La durée optimale est donc in�nie. Dans ce cas :

B = x0

y (0) = ¡ wx0
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D'où la commande en boucle fermée (gain constant) :

u = ¡ wxmes

et la trajectoire optimale :
x = x0e¡ wt

qui correspond bien à l'équation différentielle :

�x = ¡ wx

2.3.2 PM2

1±) Hamiltonien :
H = y (¡ x+ u) ¡ 1

2u2

2±) Conditions d'optimalité :

�y = ¡ Hx = y ! �y ¡ y = 0

Hu = y ¡ u = 0 ! û = y

Remarque :Huu = ¡ 1, c'est bien un maximum.

Transversalité initiale :x0 donné,y 0 inconnu

Transversalité �nale :x(T) inconnu, critère terminal12x2 (T) impliquey (T) = ¡ x(T).

3±) Intégration.

a) Du système adjoint :
y = y 0et

b) Du processus : En remplaçantu par la commande optimale, il s'écrit :

�x+ x = y 0et

D'où :

x =
¡
x0 ¡ 1

2y 0
¢

e¡ t + 1
2y 0et

�x = ¡
¡
x0 ¡ 1

2y 0
¢

e¡ t + 1
2y 0et

4±) La condition de transversalité �naley (T)+ x(T) = 0 permet d'écrire :

y 0eT +
¡
x0 ¡ 1

2y 0
¢

e¡ T + 1
2y 0eT = 0

d'où :

y 0 =
2

1¡ 3e2T x0

5±) Commande optimale en boucle fermée. Commande initiale :

û0 = y 0 =
2

1¡ 3e2T x0

d'où la commande optimale en boucle fermée :

û(t) =
2

1¡ 3e2(T¡ t)
x(t)
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2.3.3 PM3

Première question
a) Le hamiltonien s'écrit :

H = y (x+ u) ¡
1
2

(u2 + 3x2)

Le hamiltonien étant stationnaire, on aura :

Ĥ = cte

La commande optimale maximise le hamiltonien, d'où :

Hu = y ¡ û = 0 ! û = y

Remarque :Huu = ¡ 1, c'est bien un maximum.

Le système adjoint s'écrit :
�y = ¡ Hx = ¡ y + 3x

En reportant la commande optimale dans l'équation d'état, on obtient le système différentiel en
x;y :

�x¡ x = y
�y + y = 3x

¾
!

½
�y = ẍ¡ �x
y = �x¡ x

! �y + y = ẍ¡ x = 3x

L'équation différentielleẍ¡ 4x = 0 a pour solution :

x = Ae2t + Be¡ 2t

En effet, �x = 2Ae2t ¡ 2Be¡ 2t et ẍ = 4Ae2t + 42Be¡ 2t véri�ent bien ẍ¡ 4x = 0.

Par ailleurs,y = �x¡ x, donne :

y = 2Ae2t ¡ 2Be¡ 2t ¡ Ae2t ¡ Be¡ 2t

y = Ae2t ¡ 3Be¡ 2t

b) Conditions aux limites :

— x(0) = x0 est donné,y (0) est inconnu :A+ B = x0

— x(T) = 0 est donné,y (T) est inconnu :Ae2T + Be¡ 2T = 0

La résolution de ces deux équations enA;B donne :

A = ¡
e¡ 2T

e2T ¡ e¡ 2T x0 ; B =
e2T

e2T ¡ e¡ 2T x0

D'où y (0) :

y (0) = A¡ 3B = ¡
e¡ 2T

e2T ¡ e¡ 2T x0 ¡
3e2T

e2T ¡ e¡ 2T x0

= ¡
3e4T + 1
e4T ¡ 1

x0

On en déduit la commande initiale :

u(0) = y (0) = ¡
3e4T + 1
e4T ¡ 1

x0
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et la commande en boucle fermée :

uBF (t) = ¡
3e4(T¡ t) + 1
e4(T¡ t) ¡ 1

xm(t)

Si T ! ¥ , u ! ¡ 3xmes, la commande devient linéaire.

Quandt ! T (�ni) on a û ! ¥ . Ceci provient du fait que si la condition �nale imposée n'est pas
réalisée juste avant l'instant �nal, la commande devient in�nie pour tenter de réaliserx(T) = 0.

c) CalculonsĤ. Il vient :

Ĥ = y (x+ y ) ¡
1
2

(y 2 + 3x2)

= y x+
1
2

y 2 ¡
3
2

x2

=
¡
Ae2t ¡ 3Be¡ 2t¢¡

Ae2t + Be¡ 2t¢+
1
2

¡
Ae2t ¡ 3Be¡ 2t¢2

¡
3
2

¡
Ae2t + Be¡ 2t¢2

= ¡ 8AB= cte

d) Si T est libre, on doit avoir̂H = 0, ce qui impliqueA= 0 ouB= 0. Or pourT ¸ 0, B est toujours
¸ 1 et A = 0 nécessite soite¡ 2T = 0, soit e2T ¡ e¡ 2T ! ¥ , ce qui ne se peut que pourT ! ¥ dans les
deux cas. Donc siT est libre, sa valeur optimale estT ! ¥ . Dans ce casA ! 0, B ! x0, û ! ¡ 3x,
x ! x0e¡ 2t .

Deuxième question
a) Même hamiltonien, même système adjoint que dans le cas précédent, donc mêmes équations

différentielles. Seule la deuxième condition de transversalité change :

b) x(T) est libre. Il n'y a pas de critère terminal, d'oùs= 0. On a alorsy (T) = ¡
¶s
¶x

= 0. D'où :

y (T) = Ae2T ¡ 3Be¡ 2T = 0

A etB sont solutions du système :
½

A+ B = x0

Ae2T ¡ 3Be¡ 2T = 0

D'où :

A =
3

3+ e4T x0

B =
e4T

3+ e4T x0

D'où y (0) :

y (0) = A¡ 3B = ¡ 3x0
¡ 1+ e4T

3+ e4T

On en déduit la commande initiale :

u(0) = ¡ 3x0
¡ 1+ e4T

3+ e4T

et la commande en boucle fermée :

u = ¡ 3xmes
¡ 1+ e4(T¡ t)

3+ e4(T¡ t)
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Par ailleurs :

x(T) =
4e2T

3+ e4T x0

Si T ! ¥ , u ! ¡ 3xmes, la commande devient linéaire etx(T ! ¥ ) ! 0.

Quandt ! T (�ni) on a u(T) ! 0 car ici x(T) est laissé libre.

c) Valeur deĤ ? Même constante¡ 8AB.

d) Si T est libre, on doit avoir̂H = 0, ce qui impliqueA= 0 ouB= 0. Or pourT ¸ 0, B est toujours
¸ 1

4 etA= 0 nécessiteT ! ¥ . Donc siT est libre, sa valeur optimale estT ! ¥ et dans ce caŝu ! ¡ 3x,
d'où �x = ¡ 2x, etx = x0e¡ 2t ! 0 quandt ! ¥

Troisième question
a) Même hamiltonien, même système adjoint que dans le cas précédent. Mêmes équations diffé-

rentielles. Seule la deuxième condition de transversalité change.

b) x(T) est libre. Il est dans le critère terminals = 1
2x2(T). On a alorsy (T) = ¡

¶s
¶x

= ¡ x(T).

D'où :
Ae2T ¡ 3Be¡ 2T = ¡

¡
Ae2T + Be¡ 2T¢

A etB sont solutions du système :
½

A+ B = x0

2Ae2T ¡ 2Be¡ 2T = 0

D'où :

A =
e¡ 2T

e¡ 2T + e2T x0 =
1

1+ e4T x0

B =
e2T

e¡ 2T + e2T x0 =
e4T

1+ e4T x0

D'où y (0) :

y (0) = A¡ 3B =
1

1+ e4T x0 ¡ 3
e4T

1+ e4T x0

y (0) =
1¡ 3e4T

1+ e4T x0

On en déduit la commande initiale :

u(0) = y (0) =
1¡ 3e4T

1+ e4T x0

et la commande en boucle fermée :

uBF (t) =
1¡ 3e4(T¡ t)

1+ e4(T¡ t)
xmes(t)

Par ailleurs :

x(T) =
2e2T

1+ e4T x0

Remarques :

Si T ! ¥ , u ! ¡ 3xmes, la commande devient linéaire etx(T ! ¥ ) ! 0.

Quandt ! T on au ! ¡ xmes(T).

c) Ĥ = ¡ 8ABest toujours constant.

d) Si T est libre, on doit avoir̂H = 0, ce qui impliqueA= 0 ouB= 0. Or pourT ¸ 0, B est toujours
¸ 1

2 et A = 0 nécessiteT ! ¥ . Donc siT est libre, sa valeur optimale estT ! ¥ et dans ce casA = 0,
B = x0, û ! ¡ 3x, etx = x0e¡ 2t ! 0 quandt ! ¥ , comme précédemment.
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2.3.4 PM4

Première question
Critère :C = p(x0; t0) = x2

0

Hamiltonien :H = y (x+ u) ¡ l
u2

2

Commande optimale :
¶H
¶u

= 0 ! y ¡ l û = 0 ! û =
y
l

Système adjoint :�y = ¡
¶H
¶x

= ¡ y

Conditions de transversalité initiales :

x0 libre inconnu! y 0 =
¶ p
¶x0

=
¶

¡
x2

0

¢

¶x0
= 2x0

x(T) = 0 imposé! y (T) libre inconnu.

En remplaçantu par sa valeur, on a le système différentiel :
(

�x = x+
y
l

�y = ¡ y

à intégrer. On ne connaît pas toutes ses conditions initiales (x0 est inconnu). On ne connaît toutes ses
conditions terminales (y (T) est inconnu). C'est un problème dit “aux deux bouts”. Intégrons en fonction
de l'inconnuex0.

Intégration de�y = ¡ y ! y = y 0e¡ t = 2x0e¡ t

Intégration de�x = x+
y
l

.

a) Sans deuxième membre :x = Aet .

b) variation de la constante :�x = Aet + �Aet = Aet +
2x0

l
e¡ t ! �A =

2x0

l
e¡ 2t ! A = ¡

x0

l
e¡ 2t + B

x =
³

B¡
x0

l
e¡ 2t

´
et

8
<

:

t = 0 ! B¡
x0

l
= x0

t = T ! B¡
x0

l
e¡ 2T = 0

!

8
<

:
B = x0

µ
l + 1

l

¶

l = e¡ 2T ¡ 1

D'où

x = x0

µ
l + 1

l
et ¡

1
l

e¡ t
¶

avecl = e¡ 2T ¡ 1.

N'oublions pas quex0 est inconnu. Pour trouver sa valeur utilisons l'équation
RT

0
u2

2 dt = E.

u =
y
l

=
2x0e¡ t

e¡ 2T ¡ 1

Soit :

Z T

0

u2

2
dt =

2x2
0

(e¡ 2T ¡ 1)2

Z T

0
e¡ 2tdt =

2x2
0

(e¡ 2T ¡ 1)2

·
e¡ 2t

¡ 2

¸ T

O
= ¡

x2
0

(e¡ 2T ¡ 1)
= E

D'où
x2

0 = E
¡
1¡ e¡ 2T¢
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Notonsx̂0 =
p

E(1¡ e¡ 2T).

En dépensant toute l'énergieE donnée pour rallierx(T) = 0, sans autre condition ni critère, la
valeur maximale que peut prendrejx0j estx̂0.

Remarque.l (négatif) est un paramètre de Lagrange sur lequel il n'y a pas de condition de signe.

Deuxième question

A partir d'un x0 donné, on veut rallierx(T) = 0 en minimisantC =
RT

0
(x+ u)2

2 dt. On ignore la
contrainte sure:

Hamiltonien :H = y (x+ u) ¡
(x+ u)2

2

Commande optimale :
¶H
¶u

= 0 ! y ¡ (x+ û) = 0 ! û = y ¡ x

Système adjoint :�y = ¡
¶H
¶x

= ¡ y + ( x+ u)

Conditions de transversalité initiales :

x0 donné! y 0 est inconnu.

x(T) = 0 imposé! y (T) est inconnu.

En remplaçantu par sa valeur, on a le système différentiel :
½

�x = y
�y = 0

que l'on intègre en fonction de la donnéex0 et de l'inconnuey 0.

y = cte= y 0

x = x0 + y 0t

La condition terminalex(T) = 0 fournit la valeur dey 0 : y 0 = ¡
x0

T

Commande en boucle ouverte :û = y ¡ x = y 0 ¡ x0 ¡ y 0t = ¡ x0

µ
1+ T ¡ t

T

¶
.

D'où û0 = ¡ x0

µ
1+ T

T

¶
, d'où la commande en boucle fermée :

ûBF = ¡ xmes

µ
1+ T ¡ t

T ¡ t

¶

Remarque. On aurait pu calculer directementû0 = y 0¡ x0 et sauter le calcul dêu= ¡ x0

µ
1+ T ¡ t

T

¶
,

mais cette expression est utile pour véri�er quee· E pour unx0 donné. Véri�ons.

Z T

0

u2

2
dt =

1
2

³ x0

T

´ 2 Z T

0
(1+ T ¡ t)2dt =

1
2

³ x0

T

´ 2
·
(1+ T)2T ¡ 2(1+ T)

T 2

2
+

T 3

3

¸

D'où :
x2

0

2T 2

µ
T + T 2 +

T 3

3

¶
· E ! x2

0 · E
6T

T 2 + 3T + 3

Notonsx̃0 =

r

E
6T

T 2 + 3T + 3
. On peut véri�er numériquement quẽx0 < x̂0.

Troisième question
Si jx0j · x̃0, alors la contraintee· E est véri�ée et la loi de commande trouvée en 2) est applicable.
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 41

Si jx0j > x̂0, il est impossible de ramenerx à 0 au bout du tempsT avec l'énergieE (première
question).

Si x̃0 < x0 · x̂0, et si on veut ramenerx à 0 au bout du tempsT, tout en minimisant le critère

C =
RT

0
(x+ u)2

2 dt, on est obligé d'imposer la contraintee= E.

Hamiltonien :H = y (x+ u) ¡
(x+ u)2

2
¡ l

u2

2
avecl > 0

Commande optimale :
¶H
¶u

= 0 ! y ¡ (x+ û) ¡ l u = 0 ! û =
y ¡ x
1+ l

Système adjoint :�y = ¡
¶H
¶x

= ¡ y + ( x+ u)

Conditions de transversalité initiales :

x0 donné! y 0 est inconnu.

x(T) = 0 imposé! y (T) est inconnu.

En remplaçantu par sa valeur, on a le système différentiel :
8
><

>:

�x =
l

1+ l
x+

1
1+ l

y

�y =
l

1+ l
x¡

l
1+ l

y

que l'on intègre en fonction de la donnéex0 et de l'inconnuey 0.

Posonsw2 =
l

1+ l
(carl > 0), soit l =

w2

1¡ w2

Remarque. Pourl = 0 on aw2 = 0 et pourl ! ¥ ; on aw2 ! 1; d'où 0 · w · 1.

Il vient : ½
�x = w2x+

¡
1¡ w2

¢
y

�y = w2x¡ w2y

Quatrième question
Trois méthodes d'intégration (les deux premières, trop compliquées pour ce cas, sont citées pour

mémoire) :

1ère méthode (la plus compliquée : intégration par découplage) :

On a le système différentiel�X = HX avecX =
µ

x
y

¶
et H =

µ
w2 1¡ w2

w2 ¡ w2

¶
. Considérons

le changement de variableX = VY, avecV matrice constante régulière. Il vient :V �Y = HVY, soit �Y =
V¡ 1HVY. ChoisissonsV de telle manière queL = V¡ 1HV soit une matrice diagonale. Il vient :HV =
VL. Le j-ième vecteur colonnev deV est tel que :Hv = l v, où l est le j-ième élément de la diagonale
deL . D'où, v et l sont solutions de :

(H ¡ l I ) v = 0

Pour écarter la solution non trivialev = 0 il faut que
¡
w2 ¡ s

¢¡
w2 + s

¢
+ w2

¡
1¡ w2

¢
= 0.

C'est-à-dire pour¡ l 2 + w2 = 0, d'où l = § w.

Pourv, il vient : µ
w2 ¨ w 1¡ w2

w2 ¡ w2 ¨ w

¶
v = 0

qui admet pour solutionv =
µ

w § 1
w

¶
.

D'où :

L =
µ

w 0
0 ¡ w

¶
, V =

µ
w + 1 w ¡ 1

w w

¶
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Le système�Y = LY admet pour solution :
µ

y1

y2

¶
=

µ
gewt

de¡ wt

¶

Le système initial admet pour solutionX = VY; soit :
µ

x
y

¶
=

µ
g(w + 1) ewt + ( w ¡ 1) de¡ wt

wgewt + wde¡ wt

¶

avecg etd constantes à déterminer avec les conditions aux limites.

2ème méthode (plus simple : modes propres) :

Le système différentiel étant linéaire, on cherche une solution de la forme
µ

x
y

¶
= Vest. Il vient :

sVest =
µ

w2 1¡ w2

w2 ¡ w2

¶
Vest

D'où : µ
w2 ¡ s 1¡ w2

w2 ¡ w2 ¡ s

¶
Vest = 0

Pour écarter la solution non trivialeV = 0 il faut que
¡
w2 ¡ s

¢¡
w2 + s

¢
+ w2

¡
1¡ w2

¢
= 0

c'est-à-dire pour¡ s2 + w2 = 0, d'où s= § w.

D'où : µ
x
y

¶
= Aewt + Be¡ wt

avecA etB vecteurs constants à déterminer avec les conditions aux limites.

3ème méthode (encore plus simple dans ce cas : par dérivation) :

Dérivons une deuxième fois ces équations :

ẍ = w2 �x+
¡
1¡ w2¢

�y = w2£
w2x+

¡
1¡ w2¢

y
¤
+

¡
1¡ w2¢£

w2x¡ w2y
¤

= w2x

Inutile de la faire pour la deuxième. On trouvera la même équation.

ÿ = w2 ( �x¡ �y ) = w2£
w2x+

¡
1¡ w2¢

y ¡ w2x+ w2y
¤

= w2y

L'équation différentielleẍ = w2x a pour solution :

x = aewt + be¡ wt

aveca etb constantes à déterminer avec les conditions aux limites.

Calcul des constantes dans le cas T ! ¥

Pourt ! T ! ¥ on ax ! 0 d'où a = 0. Pourt = 0 on ax(0) = x0 d'où

x = x0e¡ wt .

Par ailleurs�x = x+ u ! u = �x¡ x = ¡ x0e¡ wt (1+ w)

Soit
u = ¡ (1+ w) x = ¡ gx

avecg = 1+ w.
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Remarque0 · w · 1 ! 1 · g · 2

Utilisons la contraintee= E pour calculerg.

Z ¥

0

u2

2
dt =

1
2

Z ¥

0

¡
gx0e¡ wt¢2dt =

1
2

(gx0)2
·

e¡ 2wt

¡ 2w

¸ ¥

0
=

g2x2
0

4(g¡ 1)
= E

D'où g est solution de l'équation :

g2 ¡
4E
x2

0
(g¡ 1) = 0

Posonsk =
2E
x2

0
. Il y a deux solutions :

g = k§
p

k2 ¡ 2k = k§
p

k(k¡ 2)

Or
1
x̂0

<
1
x0

·
1
x̃0

. PourT ! ¥ , on a
E
x̂2

0
! 1 et

E
x̃2

0
! ¥ d'où 2 · k · ¥ .

Les deux solutions sont telles que
½

g1 = k+
p

k2 ¡ 2k
g2 = k¡

p
k2 ¡ 2k

avecg1g2 = 2k. Or g1 > k ¸ 2 d'où g2 < 2. Seule cette deuxième solution

convient car on a vu que l'on devait avoir1 · g · 2.

2.3.5 PM5

Première question
1.1) Mise sous forme d'état : ½

�x = y
�y = u+ w2x

1.2) Hamiltonien :

H = y 1y+ y 2
¡
u+ w2x

¢
¡

1
2

¡
u+ w2x

¢2

1.3) Equations différentielles du vecteur adjoint et intégration :
½

�y 1 = w2
¡
¡ y 2 +

¡
u+ w2x

¢¢

�y 2 = ¡ y 1

1.4) Commande optimale :

¶H
¶u

= 0 ! y 2 ¡
¡
u+ w2x

¢
= 0 ! û = y 2 ¡ w2x

¶2H
¶u2 = ¡ 1 c'est bien un maximum.

1.5) Intégration état et système adjoint :

�y 1 = 0 ! y 1 = cte= y 10 = ¡ a

�y 2 = ¡ y 1 ! y 2 = at + y 20 = at + b

�y = u+ x = y 2 ! y =
1
2

at2 + bt + y0

�x = y ! x =
1
6

at3 +
1
2

bt2 + y0t + x0
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1.6) Transversalités �nales :
½ 1

2aT2 + bT = yc ¡ y0 = V
1
6aT3 + 1

2bT2 = xc ¡ x0 ¡ y0T = X

D'où :
µ

a
b

¶
=

0

B
@

¡ 6
2X ¡ VT

T3

2
3X ¡ VT

T2

1

C
A (2.11)

1.7) Commande en boucle fermée :

û(0) = y 2 (0) ¡ w2x(0) =
¡ 6(x0 + y0T)+ 2y0T

T2 ¡ w2x0

uBF (t) =
¡ 6x¡ 4y(T ¡ t)

(T ¡ t)2 ¡ w2x

uBF (t) =
¡

³
6+ w2 (T ¡ t)2

´
x¡ 4(T ¡ t) y

(T ¡ t)2

1.8) Hamiltonien :

H = y 1y+ y 2
¡
u+ w2x

¢
¡

1
2

¡
u+ w2x

¢2
= y 1y+

1
2

y 2
2

= ¡ a
µ

1
2

at2 + bt + y0

¶
+

1
2

(at + b)2

= ¡ ay0 +
1
2

b2

= cte

Il est constant car le système est stationnaire.

Deuxième question
Deux approches :

2.1) Approche classique : En calculantC en fonction deT et en cherchant la valeur deT qui
minimiseC.

Energie consommée

C =
Z tF

0

1
2

¡
u+ w2x

¢2
dt

=
1
2

Z tF

0
(at + b)2dt

= 2
3L2 + 3ycTL+ y2

cT2

T3

On annule la dérivée première :

d
dT

µ
2

3L2 + 3ycTL+ y2
cT2

T3

¶
= ¡ 2

y2
cT2 + 6ycTL+ 9L2

T4 = 0

L'équation du deuxième degré enT a pour racine double :

T = ¡ 3
L
yc
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pour laquelle on a :

C = ¡
2y3

c

9L

Ce qui montre qu'il n'y a de minimum local de dépense d'énergie que siL et yc sont de signes
opposés. Dans le cas contraire le seul minimum est pourT in�ni.

2.2) Approche par le principe du maximum :

y(T) est �xé àyc d'où y 2 (T) est libre, mais la contraintex(T) = xc = L+ ycT lie x(T) etT par la
relation :

l (x;T) = x¡ L ¡ ycT

D'où les conditions de transversalité :

y 1 (T) =
¶l

¶xF
x = x ! ¡ a = x

H (tF ) = ¡
¶l
¶tF

x = ycx ! H (tF ) = ¡ ayc

Or :

H =
1
2

b2

D'où :
1
2

b2 = ¡ ayc ! b2 + 2ayc = 0 (2.12)

Or on a toujours les contraintes (2.11) :

µ
a
b

¶
=

0

B
@

6
ycT ¡ 2xc

T3

¡ 2
ycT ¡ 3xc

T2

1

C
A =

0

B
@

¡ 6
ycT + 2L

T3

2
2ycT + 3L

T2

1

C
A

En reportant ces valeurs dans (2.12) on obtient l'équation du deuxième degré enT :

y2
cT2 + 6ycTL+ 9L2 = 0

qui a pour racine double :

T = ¡ 3
L
yc

idem méthode précédente.

Remarque : En vérité le critère diminue en permanence quant T varie de 0 à + l'in�ni. Le minimum
trouvé est un minimum local qui correspond à un point d'in�exion à pente nulle. Il existe ainsi une zone
de stationarité du critère qui garde la valeur constanteC = ¡ 2y3

c
9L .

2.3.6 PM6

1±) Hamiltonien :

On écrit le vecteur adjointY =
µ

y
j

¶
: D'où le hamiltonien :

H = y v+ j u¡ 1
2u2

Conditions d'optimalité :
Hu = j ¡ û = 0 ! û = j
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Remarque :Huu = ¡ 1, c'est bien un maximum.

Système adjoint :

�y = ¡ Hx = 0

�j = ¡ Hv = ¡ y

Transversalités initiales :x0, v0 donnés,y (0) et j (0) inconnus

Transversalités �nales :x(T) et v(T) donnés,y (T) et j (T) inconnus.

t0 etT sont donnés :̂H (0) et Ĥ (T) inconnus.

2±) Intégrations.

a) Du système adjoint :

y = cte= y 0

j = ¡ y 0t + j 0

b) Du processus : En remplaçantu par la commande optimale, on obtient :

�v = ¡ y 0t + j 0

�x = v

¾
!

v = ¡ 1
2y 0t2 + j 0t + v0

x = ¡ 1
6y 0t3 + 1

2 j 0t2 + v0t + x0

¾

3±) Le système est stationnaire.Ĥ = ctele long des trajectoires optimales. Véri�cation :

Ĥ = y v+ j û¡ 1
2û2 = y v+ 1

2 j 2

= y 0

µ
¡

1
2

y 0t2 + j 0t + v0

¶
+ 1

2 (¡ y 0t + j 0)2

= y 0v0 +
1
2

j 2
0 = cte

4±) Exploitons les conditions terminales :

On a :

0 = v(T) = ¡ 1
2y 0T2 + j 0T + v0

0 = x(T) = ¡ 1
6y 0T3 + 1

2 j 0T2 + v0T + x0

D'où le système : µ 1
2T2 ¡ T
1
6T3 ¡ 1

2T2

¶µ
y 0

j 0

¶
=

µ
v0

v0T + x0

¶

qui a pour solution :

y 0 = ¡ 6
T3 (2x0 + v0T)

j 0 = ¡ 2
T2 (3x0 + 2v0T)

Remarque : Seul le calcul dej 0 est nécessaire pour le calcul deû(0).

5±) Commande optimale en boucle fermée. Commande initiale :

û(0) = j 0 = ¡
6x0

T2 ¡
4v0

T

d'où la commande optimale en boucle fermée :

û(t) = ¡
6x

(T ¡ t)2 ¡
4v

T ¡ t
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 47

6±) En horizon inconnuT, tout ce qui a été calculé reste valable, mais tout ce qui a été calculé en
fonction deT demeure indéterminé. SiT est inconnu, on a une condition terminale surĤ (T). PourT
donné, on n'a pas de condition surĤ (T), mais pourT inconnu, on aĤ (T) = ¶s

¶T = 0 (car pas de critère
terminals). Or on a :

Ĥ = cte= y 0v0 +
1
2

j 2
0

D'où :

¡ 6
T3 (2x0 + v0T) v0 + 2

T4 (3x0 + 2v0T)2 = 0

2(3x0+ v0T)2

T4 = 0

Soit :

T = ¡
3x0

v0

ce qui supposex0v0 < 0 etv0 6= 0 pour une solution en temps �ni.

Remarque :

1) L'équation précédente a également pour solutionT ! ¥ . La commande correspondante étant
nulle, cette solution ne convient pas. Dans ce cas les contraintesx(T) = v(T) = 0 n'ont plus de sens.
En horizon in�ni, (voir cours), on poseY = PX avecP solution du régime permanent de l'équation de
Ricatti :

PA+ ATP+ PR1P¡ Q1 = 0

qui conduit encore à la solution trivialeP = 0; c'est-à-dire à une commande nulle en l'abscence du
terme1

2XTQ1XT dans le critère. En rajoutant la minimisation de ce terme dans le critère, on trouve alors
une commande classique, linéaire enX, mais on ne traite plus le problème initial.

2) La solutionT = ¡ 3x0
v0

, en supposantx0v0 < 0 et v0 6= 0 est-elle vraiment optimale ? Apparem-
ment, oui. Véri�ons tout de même. Calculons le critère en fonction deT, dans le cas oùT est imposé.

C =
Z T

0

1
2

û2dt

=
Z T

0

1
2

(¡ y 0t + j 0)2dt

= 2
v2

0T2 + 3x0v0T + 3x2
0

T3

Il vient :
dC
dT

= ¡ 2
6x0v0T + v2

0T2 + 9x2
0

T4

Le numérateur a pour racine doubleT = ¡ 3x0
v0

. Cette valeur correspond donc bien à une stationna-
rité du critère.

Calculons la dérivée seconde par rapport àT. Il vient :

d2C
dT2 = 4

9x0v0T + v2
0T2 + 18x2

0

T5

Le numérateur a pour racinesT = ¡ 3x0
v0

et T = ¡ 6x0
v0

. La première était prévue puisqu'elle était

racine double dedC
dT . Calculons la dérivée troisième par rapport àT. Il vient :

d3C
dT3 = ¡ 12

12x0v0T + v2
0T2 + 30x2

0

T6
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Le numérateur a pour racinesT =
³

¡ 6§
p

6
´

x0
v0

. Il est donc non nul pourT = ¡ 3x0
v0

.

CalculonsC(T1 + dT) avecT1 = ¡ 3x0
v0

. Il vient :

C(T1 + dT) ¡ C(T1) =
1
6

µ
d3C
dT3

¶

T̂
dT3

puisque les dérivées première et seconde sont nulles enT̂. D'où :

C(T1 + dT) ¡ C(T1) = ¡
2v6

0

243x4
0
dT3

du signe opposé àdT. Donc avecdT > 0, on aC(T1 + dT) < C(T1). T1 n'est donc pas optimal.

En conclusion, six0v0 > 0, dC
dT ne s'annule pas (pourT > 0), il n'y a pas de solution. Six0v0 < 0, il

n'y a pas de solution non plus. Le critère ne fait que diminuer quandT augmente. MaisT = T1 constitue
une solution pratique, car le critère diminue rapidement jusqu'à cet instant, pour rester un moment
stationnaire à cet instant, puis il diminue à nouveau, très lentement quandT continue à augmenter
jusqu'à l'in�ni.

2.3.7 PM7

Première question
Hamiltonien, condition d'optimalité, système adjoint et conditions aux limites.

Il n'y a pas de revenu élémentaire :r = 0.

Il y a un critère terminal :
s(x;y;t) = ¡ x

Le hamiltonien s'écrit :

H = y 1 (¡ x+ u) ¡
1
2

y 2u2

D'où la condition nécessaire d'optimalité :

Hu = y 1 ¡ y 2û = 0 (2.13)

(remarqueHuu = ¡ y 2. MaximiserH par rapport àu supposey 2 positif) et le système adjoint :

�y 1 = y 1 (2.14)

�y 2 = 0 (2.15)

Transversalité initiale :
µ

x0

y0

¶
sont donnés d'où

µ
y 10

y 20

¶
sont inconnus.

Transversalité �nale :

yF est donné d'oùy 2F est inconnu.

xF est inconnu d'où :

y 1F = ¡
¶s

¶xF
= 1 (2.16)

Deuxième question
Intégration système adjoint et commande optimale.
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2.3 PRINCIPE DU MAXIMUM 49

L'intégration de (2.15) donne :
y 2 = y 20 = cte

L'intégration de (2.14) donne :
y 1 (t) = y 10et

Compte tenu de (2.16), il vient :

y 1F = y 10eT ! y 10 = e¡ T

d'où :
y 1 (t) = et¡ T

On tire la commande optimale de (2.13) :

û =
1

y 20
et¡ T

En intégrant la deuxième équation d'état, il vient :

yT = y0 ¡ 1
2

Z T

0
û2dt

= y0 ¡
1

2y 2
20

"
e2(t¡ T)

2

#T

0

= y0 +
e¡ 2T ¡ 1

4y 2
20

Or yT = 0, d'où :

y 2
20 =

1¡ e¡ 2T

4y0

qui reporté danŝu donne :

û = § et¡ T

r
4y0

1¡ e¡ 2T

Remarquons que le signe+ du § est a priori admissible étant donné la remarque faite sur le signe
dey 2.

Troisième question
Valeur théorique duxT atteint.

On a :
û = û0et

avec :

û0 = §

r
4y0

e2T ¡ 1

L'équation différentielle dex s'écrit :

�x+ x = û0et

Cherchons une solution de la forme :

x = ae¡ t + bet
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Il vient :
�x = ¡

¡
ae¡ t ¡ bet¢

D'où :
¡

¡
ae¡ t ¡ bet¢+

¡
ae¡ tt + bet¢= û0et

Soit :

2bet = û0et ! b =
û0

2

D'autre part :
x0 = a+ b ! a = x0 ¡ b

D'où :

x = x0e¡ t +
û0

2

¡
et ¡ e¡ t¢

Et :
xF = x0e¡ T §

q
y0 (1¡ e¡ 2T)

C'est bien le signe+ du§ qui maximisexF .

Quatrième question
Commande optimale en boucle fermée.

De û0 =

r
4y0

e2T ¡ 1
on déduit immédiatement :

ûBF (t) =

r
4y

e2(T¡ t) ¡ 1

2.3.8 PM8

Première question
Système : ½

�x = v
�v = u

Hamiltonien :

H = y v+ j u¡
1
2

l u2

Si l = 0, on aû = ¥ signe(j ). D'où e= ¥ . La contraintee· E n'est pas respectée. Il faut donc la
saturer.

Maximum par rapport àu:

¶H
¶u

= 0 ) j ¡ l û = 0 ) û =
j
l

Système adjoint : ½
�y = ¡ ¶H

¶x
�j = ¡ ¶H

¶v
)

½
�y = 0
�j = ¡ y

Deuxième question

½
y = y 0 = cte
j = ¡ y 0t + j 0
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D'où :
û =

j 0

l
¡

y 0

l
t

l , j 0 et y 0 étant inconnus, posons :

û = g0 + jt avec

8
<

:

j = ¡
y 0

l
g0 =

j 0

l

Troisième question
Intégrons la trajectoire en fonction des inconnuesj et g0, compte tenu des conditions initiales

x(0) = x0 etv(0) = 0.

½
�x = v
�v = jt + g0

)
½

x = 1
6 jt 3 + 1

2g0t2 + x0

v = 1
2 jt 2 + g0t

Utilisons la condition terminalev(T) = 0 et la contrainte
TR

0

1
2u2dt = E pour calculer les inconnues

j etg0. Il vient :
1
2

jT 2 + g0T = 0 ) j = ¡ 2
g0

T
et

1
2

TZ

0

( jt + g0)2dt = E )
1
6

T
¡

j2T 2 + 3jg0T + 3g2
0

¢
= E

d'où :

g2
0 =

6E
T

)

(
g0 = § G

j = ¡ 2
g0

T

où on a posé :

G=

r
6E
T

Quatrième question
D'où :

xF = x(T) =
g0

6
T 2 + x0 = §

G
6

T 2 + x0

5) cinquième question

j = ¡
y 0

l
) l = ¡

y 0

j
=

y 0T
2g0

. Comme on doit avoirl ¸ 0, g0 doit être du signe dey 0.

Par ailleurs,xF étant libre, on ay (T) = ¡
¶s(xF )

¶xF
. Si on maximisex2

F alors s(xF ) = ¡ x2
F et

y (T) = 2xF . Par contre si on minimisex2
F , alorss(xF ) = x2

F ety (T) = ¡ 2xF . Ory = cte= y 0 = y (T).
Il en résulte que :

— Si on maximisex2
F , y 0 = 2xF , d'où g0 doit être du signe dexF , ce qui suppose :

– pourxF =
g0

6
T 2 + x0 > 0 que

8
<

:

g0 > 0

g0 > ¡
6x0

T 2

; possible8x0 > 0

– pourxF =
g0

6
T 2 + x0 < 0 que

8
<

:

g0 < 0

g0 < ¡
6x0

T 2

; possible8x0 < 0
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52 2. SOLUTIONS

Il suf�t donc de choisirg0 du signe dex0.
— Si on minimisex2

F , y 0 = ¡ 2xF , d'où g0 doit être du signe opposé àxF , ce qui suppose :

– pourxF =
g0

6
T 2 + x0 > 0 que

8
<

:

g0 < 0

g0 > ¡
6x0

T 2

: Il faut donc quex0 >

r
ET 3

6

– pourxF =
g0

6
T 2 + x0 < 0 que

8
<

:

g0 > 0

g0 < ¡
6x0

T 2

: Il faut donc quex0 < ¡

r
ET 3

6

Si on minimisex2
F , il faut choisirg0 du signe opposé àx0 et la commande trouvée n'est optimale

que pourjx0j >

r
ET 3

6
.

En résumé :

— pour maximiserx2
F , il faut consommer toute l'énergiee= E et choisirg0 = Gsigne(x0),

— pour minimiserx2
F , il n'est nécessaire de consommer toute l'énergiee = E que si jx0j >r

ET 3

6
, et dans ce cas on prendrag0 = ¡ Gsigne(x0). Dans le cas contraire, on peut rame-

nerx2
F à son minimum (nul) avec moins d'énergie.

Dans ce dernier cas, le problème mal posé. En effet, il y a une in�nité de trajectoires et de com-
mandes qui amènentx2

F à son minimum 0 en respectant la contraintee · E. Pour être sur d'obtenir ce
minimum, il faut l'imposer en condition terminalex(T) = xF = 0 et ajouter une contrainte ou un critère
supplémentaire, comme par exemple minimisere, ce qui revient à fairel = 1 dansH. Dans ce dernier
cas, en utilisant :

½ 1
6 jT 3 + 1

2g0T 2 + x0 = 0
1
2 jT 2 + g0T = 0

on trouve :

g0 = ¡
6x0

T 2 et j = j = ¡ 2
g0

T

2.3.9 PM9

Le système du troisième ordre s'écrit :

8
<

:

�x = y
�y = u
�z= 1

2u2

Le critère s'écritC = ¡ xf . Il ne contient que le critère terminals= ¡ x.

L'Hamiltonien s'écrit :

H = y 1y+ y 2u+
1
2

y 3u2

Système stationnaire :̂H = cte(inutilisé dans ce problème)

La commande optimale maximiseH :

¶H
¶u

= 0 ! y 2 + y 3û = 0 ! û = ¡
y 2

y 3
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Système adjoint :

�y = ¡
¶H
¶X

!

8
<

:

�y 1 = 0
�y 2 = ¡ y 1

�y 3 = 0
!

8
<

:

y 1 = cte
y 2 = ¡ y 1t + y 20

y 3 = cte

Conditions de transversalité initiales :

x(0) = y(0) = z(0) = 0 ! y 1(0);y 2(0);y 3(0) quelconques

Conditions de transversalité �nales :

x(T) quelconque! y 1(T) = ¡ ¶(¡ x)
¶x = 1

y(T) = 0; z(T) = T ! y 2(T);y 3(T) quelconques

D'où :
y 2 = ¡ t + y 20

Intégrons les équations du système. Il vient :

z=
1
2

Z t

0

µ
t ¡ y 20

y 3

¶ 2

dt =
1

2y 2
3

µ
1
3

t3 ¡ y 20t2 + y 2
20t

¶

y =
Z t

0

t ¡ y 20

y 3
dt =

1
2y 3

t2 ¡
y 20

y 3
t

x =
Z t

0

µ
1

2y 3
t2 ¡

y 20

y 3
t
¶

dt =
1

6y 3
t3 ¡

y 20

2y 3
t2

Utilisons les conditions �nales :

y(T) = 0 ! y 20 =
T
2

et :

z(T) = E !
T3

24y 2
3

= E ! y 2
3 =

T3

24E

Or
¶2H
¶u2 = y 3. Pour queû maximiseH il faut quey 3 soit négatif, d'où :

y 3 = ¡

r
T3

24E

et :

x(T) = ¡
p

24ET3

µ
1
6

¡
1
4

¶
=

r
ET3

6

Deuxième cas : y(T) quelconque.

Les conditions de transversalité �nales sont modi�ées :

y(T) quelconque! y 2(T) = ¡
¶ (0)
¶y

= 0

Or :

y 2 = ¡ t + y 20

y 2(T) = ¡ T + y 20
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d'où :

y 20 = T

y 2 = ¡ t + T

û =
T ¡ t
y 3

Intégrons les équations du système. Il vient :

z=
1
2

Z t

0

µ
T ¡ t
y 3

¶ 2

dt =
1
6

t
3T2 ¡ 3Tt + t2

y 2
3

y =
Z t

0

T ¡ t
y 3

dt =
2Tt ¡ t2

2y 3

x =
Z t

0

µ
2Tt ¡ t2

2y 3

¶
dt =

3Tt2 ¡ t3

6y 3

D'où :

z(T) =
T3

6y 2
3

= E ! y 2
3 =

T3

6E

y(T) =

r
3
2

ET

x(T) =

r
2
3

ET3

On va donc 2 fois plus loin que dans le premier cas.

2.3.10 PM10

1) Hamiltonien, condition d'optimalité, système adjoint et conditions aux limites.

Il n'y a pas de revenu élémentaire :r = 0.

Il y a un critère terminal :
s(xF ;yF ; tF ) = ¡ xF

L'hamiltonien s'écrit :

H = y 1 (a x+ u) ¡
1
2

y 2u2

D'où la condition nécessaire d'optimalité :

Hu = y 1 ¡ y 2û = 0 (2.17)

(remarqueHuu = ¡ y 2. MaximiserH par rapport àu supposey 2 positif) et le système adjoint :

�y 1 = ¡ ay 1 (2.18)

�y 2 = 0 (2.19)

Transversalité initiale :
µ

x0

y0

¶
sont donnés d'où

µ
y 10

y 20

¶
sont inconnus.

Transversalité �nale :
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yF est donné d'oùy 2F est inconnu.

xF est inconnu d'où :

y 1F = ¡
¶s

¶xF
= 1 (2.20)

2) Intégration système adjoint et commande optimale.

L'intégration de (2.19) donne :
y 2 = y 20 = cte

L'intégration de (2.18) donne :
y 1 (t) = y 10e¡ a t

Compte tenu de (2.20), il vient :

y 1F = y 10e¡ a T ! y 10 = ea T

d'où :
y 1 (t) = ea (T¡ t)

On tire la commande optimale de (2.17) :

û =
1

y 20
ea (T¡ t)

En intégrant la deuxième équation d'état, il vient :

yT = y0 ¡ 1
2

Z T

0
û2dt

= y0 ¡
1

2y 2
20

"
e2a (T¡ t)

¡ 2a

#T

0

= y0 ¡
e2a T ¡ 1
4ay 2

20

Or yT = 0, d'où :

y 2
20 =

e2a T ¡ 1
4a y0

qui reporté danŝu donne :

û = § ea (T¡ t)

r
4a y0

e2a T ¡ 1

Remarquons que
e2a T ¡ 1

a
est positif quelque soit le signe dea . Par ailleurs, seul le signe+ du§

est a priori admissible étant donné la remarque faite sur le signe dey 2.

3) Valeur théorique duxT atteint.

On a :
û = û0e¡ a t

avec :

û0 = §

r
4a y0

1¡ e¡ 2a T

L'équation différentielle dex s'écrit :

�x¡ a x = û0e¡ a t
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Cherchons une solution de la forme :

x = aea t + be¡ a t

Il vient :
�x = a

¡
aea t ¡ be¡ a t¢

D'où :
a

¡
aea t ¡ be¡ a t¢¡ a

¡
aea t + be¡ a t¢= û0e¡ a t

Soit :

¡ 2a be¡ a t = û0e¡ a t ! b = ¡
û0

2a

D'autre part :
x0 = a+ b ! a = x0 ¡ b

D'où :

x = x0ea t +
û0

2a

¡
ea t ¡ e¡ a t¢

Et :

xF = x0ea T §

r
y0 (e2a T ¡ 1)

a

C'est bien le signe+ du§ qui maximisexF :

xF = x0ea T +

r
y0 (e2a T ¡ 1)

a

4) Commande optimale en boucle fermée.

De û0 =
q

4a y0
1¡ e¡ 2a T on déduit immédiatement :

ûBF (t) =

r
4a y

1¡ e¡ 2a (T¡ t)

2.3.11 PM11

Hamiltonien :

H = y (¡ x+ u)+ j u¡ 1
2u2

Système adjoint :
�y = ¡ ¶H

¶x = y ! �y ¡ y = 0 ! y = y 0et

�j = ¡ ¶H
¶y = 0 ! j = j 0

Commande optimale :
¶H
¶u = 0 ! y + j ¡ u = 0 ! u = y + j = j 0 + y 0et

Intégration système en fonction dey 0 et j 0 :

�y = j 0 + y 0et ! y = A+ j 0t + y 0et

�x+ x = j 0 + y 0et ! x = B+ Cet + De¡ t

Or �x+ x = Cet ¡ De¡ t + B+ Cet + De¡ t = B+ 2Cet = j 0 + y 0et !
½

B = j 0

C = 1
2y 0

d'où
½

x = j 0 + 1
2y 0et + De¡ t

y = A+ j 0t + y 0et
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Utilisation des conditions initiales
½

x(0) = x0

y(0) = y0
:

½
j 0 + 1

2y 0 + D = x0

A+ y 0 = y0
!

½
D = x0 ¡ j 0 ¡ 1

2y 0

A = y0 ¡ y 0
!

½
x = j 0 + 1

2y 0et +
¡
x0 ¡ j 0 ¡ 1

2y 0
¢

e¡ t

y = y0 ¡ y 0 + j 0t + y 0et

Utilisation de la condition terminalel = x(T)+ y(T) ¡ 1 = 0.

Cette dernière condition impose :
y (T) = ¶l

¶xx = x
j (T) = ¶l

¶yx = x

)

! y (T) = j (T)

D'où :
½

j 0 + 1
2y 0eT +

¡
x0 ¡ j 0 ¡ 1

2y 0
¢

e¡ T + y0 ¡ y 0 + j 0T + y 0eT = 1
y 0eT ¡ j 0 = 0

Soit :µ ¡ 3
2eT ¡ 1

2e¡ T ¡ 1
¢ ¡

1+ T ¡ e¡ T
¢

eT ¡ 1

¶µ
y 0

j 0

¶
=

µ
1¡ x0e¡ T ¡ y0

0

¶

Si 1¡ x0e¡ T ¡ y0 = 0, c'est-à-dire six0e¡ T + y0 = 1 alors ce système à pour solutiony 0 = j 0 = 0.

D'où u = 0 en permanence.
x = x0e¡ t

y = y0

¾
! x(T)+ y(T) = x0e¡ T + y0 = 1.
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