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Introduction

Les éléments présentés dans cette partie ont pour objectif 1’obtention des équations différentielles
qui décrivent les mouvements d’un certains nombre de corps massiques soumis a des efforts divers.
Ces mouvements sont décrits au moyen de parametres de configuration (coordonnées, angles, distances,
etc...). Les équations différentielles du mouvement se présentent généralement comme des équations
implicites liant ces parametres, leurs dérivées premicres et secondes, et des efforts divers.

— Si on considere que le mouvement est donné, la résolution des équations en fonction des efforts
qui interviennent au cours du mouvement, permet de calculer ces derniers. Cette démarche est
utilisée pour dimensionner les moteurs qui sont utilisés pour produire le mouvement.

— Si on considere que les efforts sont donnés, la résolution des équations en fonction des dérivées
d’ordre le plus élevé (seconde en général) des parametres de configuration, permet de calculer
ces dernieres. Leur intégration permet de trouver le mouvement résultant des efforts appliqués.

Le premier chapitre donne les éléments fondamentaux de la mécanique rationnelle classique. Ces
éléments constituent la base commune qui permet d’établir les modeles cherchés, ou des méthodes pour
établir ces modeles.

Le deuxiéme chapitre présente des éléments de mécanique analytique. Ces sont des méthodes sys-
tématiques de modélisation élaborées a partir des éléments fondamentaux. Nous présentons en premier
la méthode des travaux virtuels qui est a la base de la plupart des méthodes analytiques, puis la méthode
de Lagrange et la méthode de Kane.

Le troisieme chapitre présente des méthodes spécifiques au cas de la modélisation des systémes
mécaniques articulés en structure arborescente de type “robot série”.

Le dernier chapitre présente une méthode générale de modélisation des systemes multi-corps.

Le lecteur désireux d’approfondir certains aspects présentés dans les deux premiers chapitres
pourra consulter I’ouvrage de D. Bellet [1].
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Chapitre 1

Mécanique rationnelle classique

Nous présentons dans ce chapitre les éléments fondamentaux de la mécanique rationnelle clas-
sique. Tout d’abord les principes fondamentaux (Newton, action-réaction), puis les grandeurs cinétiques
(quantité de mouvement, moment cinétique) et dynamiques (forces et moments dynamiques), puis les
théorémes généraux pour des ensembles de particules (corps solides ou non), pour des solides indéfor-
mables et enfin pour des systemes de solides.

1.1 Principes de la mécanique

1.1.1 Principes fondamentaux

L’ obtention des équations différentielles du mouvement des corps massiques soumis ou non a
des forces extérieures repose sur les principes fondamentaux de la mécanique classique qui affirment
I’existence d’un repere privilégié dit galiléen ou absolu ou inertiel dans lequel une particule, qui n’est
soumise a aucune influence extérieure, a une accélération nulle.

Le principe de la relativité galiléenne des vitesses matérielles indique de plus que tous les reperes
en translation uniforme par rapport au précédent sont également des reperes galiléens.

1.1.2 Loi fondamentale

La loi fondamentale de la mécanique pour une particule M unique s’écrit :
—

f=my (1.1)

— m scalaire absolu (indépendant de tout repere) qui ne dépend que de la particule est appelé sa
masse inerte,

— 7) est un vecteur absolu qui dépend des phénomenes physiques externes, de la particule, de sa
position et éventuellement de sa vitesse,

— 7 est ’accélération absolue de la particule, c’est-a-dire relative a un repere galiléen.

L’équation (1.1) est souvent appelée équation de Newton.

1.1.3 Résultats fondamentaux

Principe de superposition des états

L’accélération prise par une particule M soumise a I’action de deux forces est la somme des accé-
lérations prises en présence de chaque force individuellement. Ce principe résulte directement de la loi
fondamentale.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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8 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

Principe de I’égalité de I’action et de la réaction
Pour deux particules isolées M; et M, la somme des forces d’action de M; sur M; et de réaction
de M sur M; est nulle.

Principe de I’additivité des masses inertes

Les masses sont toujours positives. La réunion de deux particules de masses m; et m; est équivalent
a une particule unique de masse mj + mj.

Masse grave et masse inerte

Considérons I’ ex1stence d’un champ de gravitation g’ qui produit sur une particule M une force f
proportionnelle 4 g de type f =myg g, ol m, est appelé masse grave de la particule. Il résulte de la loi
fondamentale que m/mg, =g / Y . Or comme on constate que g / Y = cte, il en résulte que m/m, = cte.
On peut donc considérer que masses graves et inertes sont identiques.

Forces réelles et forces d’inertie

. - — s s et 2 - — N — P

La relation fr = m Y 45 s écrit également fr + (—m }/abS) =0 ol —m Y 45 est appelé la force

d’inertie (totale) du corps et s’interprete en disant que la somme des forces réelle et d’inertie est nulle.

Certaines pratiques (que nous déconseillons) visent a écrire les lois de la dynamique dans un repere
non galiléen, en faisant intervenir des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis. La décomposition
de la loi fondamentale fournit :

- —
fR =mY abs
=m (77‘6[ + ?ent + 7cor)

N . TN . C 12 . T — . N <
ou fg est la force réelle appliquée a la particule. En considérant 1’accélération v ,.; relative a un repére
non galiléen, on aura:

— = — —
SR+ fem+ fcor:m’}/rel
avec :

— f ent = —M y «nt ©st la force d’inertie d’entrainement,
— f cor = —M ¥ ¢or est la force d’inertie de Coriolis.

1.2 Grandeurs dynamiques et cinétiques pour des ensembles de parti-
cules

T . . N - 2
On considere un ensemble de particules M; de masse m;, chacune soumise a une force f; (éventuel-
lement nulle), repérées relativement a un référentiel galiléen Zp = {0, %} . Dans ce qui les sommes
Y sont étendues a 1’ensemble des particules.

Nous noterons M la masse totale et G le centre d’inertie de I’ensemble des particules (I’ensemble
peut étre fluide ou solide) :

M:Zmi

0 =Y mGM, (1.2)

Nous noterons :

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.2 GRANDEURS DYNAMIQUES ET CINETIQUES POUR DES ENSEMBLES DE PARTICULES 9

les vitesse et accélération absolues (relatives au référentiel galiléen %) des particules M; et Vg et 75 les
vitesse et accélération absolues du point G.

Nous noterons :

h = 4 (Gar)

dt/o

les vitesse et accélération des particules M; relatives a un référentiel d’origine G, paralléle au référentiel
galiléen %o. Comme les dérivations sont effectuées par rapport a une base d’orientation galiléenne, on
peut affecter a ces vitesse et accélération le qualificatif d’absolues, mais comme I’ origine G des vecteurs
peut étre animée d’un mouvement qui n’est pas en translation uniforme par rapport a un repere galiléen,
on doit également affecter a ces vitesse et accélération le qualificatif de relatives, d’ou I’indice “ra”.

Remarque:
— —_—s —
OM; = OG + GM;
Vi =V + vra
— — =
Yi = Y6+ Yra;

Les dérivations successives de (1.2) impliquent :

0 =Y mita (1.4)
et
— —
Y miVi =M Vg (1.5)
Y miy =M (1.6)

1.2.1 Grandeurs dynamiques

On appelle grandeurs dynamiques des grandeurs qui cumulent les forces appliquées (dunamis =
force en grec).

Résultante dynamique générale

— —
F=Yf
Si on décompose les forces, en forces internes (c’est-a-dire forces produites par des particules
du systeme agissant sur d’autres particules du systémes) et forces externes (produites par des éléments

extérieurs au systéme et agissant sur les particules du systeme), en vertu du principe de 1’égalité de
I’action et de la réaction, la somme des forces internes sera nulle :

—
Zﬁnti - O
Il en résulte que :
— —
F = Zfext,-

Pour calculer la résultante dynamique de toutes les forces, on peut ne prendre en compte que les
forces extérieures.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0

- Page 9/87 ONERA
_1Sde .



10 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

Moment dynamique résultant en un point A

On peut I’exprimer sous forme vectorielle

— —_— =
Ma=) AM; % f;
ou sous forme d’un tenseur antisymétrique :
—~ —_— —
My =Y AM;A f;
=Y fiAM] —AM; ;"

. . — —_— -— .
Or, le moment dynamique des forces internes est nul: 0 =) AM; X f;,, (évident en regroupant
les moments des couples action et réaction qui s’exercent au méme point), d’oll en remplagant chaque

— — —
fi par fext; + fint,- .
— —_— —
%A = ZAMt X fext,-
Pour calculer le moment dynamique résultant de toutes les forces, on peut ne prendre en compte
que les forces extérieures.

Changement de point
— —_— — —
Ay =Y (AB+BM;) x f;

— = —_— —
=ABx F +Y BM;x f;

soit :
— — — =
Mp=Mp+ABX F
Utilisation de G
— — — —
Mpy=Mc+AG X F
Remarque:

. . — — — —
Si la résultante F estnulle alors A4 = A g = # ;.

Torseur dynamique résultant en un point A

Le couple (?, /_/l A) est appelé torseur dynamique résultant en A de I’ensembles des forces Z)

Puissance de I’ensemble des forces

Utilisation de G

— =
H:Zfi'(VG-FV—rZ)
N
N=F V+Y i v

soit :
=TIl + HraG

avec :

— Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
Igﬂ 0 Page 10/87 ONERA
—_

THE FRENCH AEROSPACE LAB



1.2 GRANDEURS DYNAMIQUES ET CINETIQUES POUR DES ENSEMBLES DE PARTICULES 11

—_— . L, .
— Il = F -V puissance de la résultante dynamique (on peut ne prendre en compte que les forces
externes) dans le mouvement du centre d’inertie,
— Ly, =Y fi -V, puissance des forces (on doit prendre en compte les forces internes et externes)
dans le mouvement autour du centre d’inertie.

Remarque : Si F =0 alors IT = I

La puissance d’un systeme de forces a résultante nulle peut étre calculée dans le mouvement autour
du centre d’inertie (avec un repere d’orientation galiléenne)

1.2.2 Grandeurs cinétiques
On appelle grandeur cinétique, ou grandeur d’impulsion, ou quantité de mouvement de la particule
=

M; le vecteur m; V;.

Résultante cinétique

Utilisation du centre d’inertie
D’apres (1.5):

Moment cinétique résultant en un point A

On peut I’exprimer sous forme vectorielle

— — —
%A = ZAM, X m; V;
ou sous forme d’un tenseur antisymétrique :

—~ — —
Sy =Y AM; Am;V;
=Y m; (V;,AM] — AM; V")

ATTENTION :
-

d — d — — .
Vi=+-(OM;) # -“ ( AM; ). Dans ces formules les V; sont des vitesses absolues.
dt/O dt/o

Changement de point

%A:Z(Eﬂ-]m;) xmiV,-)
— AB x?+zm; xm;V,
soit :
— — —
FO = g+ AB x p
Utilisation de G

—

— —
Hp=H6+AGX p

— Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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12 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

Remarque : En utilisant (1.2) et (1.3) on obtient :
%G :ZGM’ X m; (‘7(;4‘\%:)
= ZGM, X mim
— Z (@) -+ ]gl—\/[_:) X m,‘m

- .
= ZBMi X M;Vrg,

—
FC G peut étre calculé en un point quelconque B mais avec des vitesses relatives a G dans un repére
d’orientation galiléenne.

Torseur cinétique résultant en A
—
Le couple (?, I A) est appelé torseur cinétique résultant en A de I’ensemble des quantités ciné-

tiques m; V;.

Energie cinétique

_
T =LY ml V|

Utilisation de G

_
T =3y millV+vml]
1 o2 v 1 — 2
T =5 Y ml Vel 2+ Yomi (Ve ) + 5 X mil 7|
Or le terme central est nul d’apres (1.3), d’ou:
—
T =3M ||VgI[* + 3 ) mil[vra

soit
T= TG + TraG

avec :

— . . . 5 .
— T = $M ||V||? énergie cinétique de la masse totale affectée au mouvement du centre d’inertie,
— Ty = %Zmi| \\Eﬂ |2 énergie cinétique des particules dans leur mouvement aufour du centre
d’inertie.

1.3 Théoremes généraux pour un ensemble de particules

1.3.1 Théoreme de la résultante cinétique
La sommation de la relation (1.1) étendue a I’ensemble des particules conduit a:

F =M%

— Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.3 THEOREMES GENERAUX POUR UN ENSEMBLE DE PARTICULES 13

mais également :

car chaque masse m; est constante, d’ol :

:%(P) (1.7

La dérivée par rapport au temps, relativement a un repere galiléen, de la résultante cinétique d’un
systeme matériel, est égale a la résultante dynamique des forces extérieures au systéeme.

1.3.2 Théoreme du moment cinétique

Considérons un point géométrique quelconque A. Dérivons
— — —
%A = ZAM, X m,’Vi

relativement au repere galiléen Zo.

d /— d /— _ Ly B
% (%”A) :Z% (AM,’) x m;V; +ZAM1~ X % (miVi)
- _‘Z‘)X?JFZK—M;X’%?
En remplagant dans :
Mp= ZAM, X f
E) par m,‘? il vient:
%A = ZAM, X m; ')/l
d’ou: )
— —
%A:7(%A)+‘7A>X?
dt;o
/
que I’on écrit également :
— d — N
///A:7<,;ﬂ) +MVy x Vg 08
dl/o

La dérivée par rapport au temps, relativement a un repére galiléen, du moment cinétique d’un
systeme matériel, en un point A ou la vitesse est soit paralléle a celle du centre d’inertie, soit nulle, est
égale au moment dynamique en ce point des forces extérieures au systeme.

Attention : Dans cette formule \7A> est la vitesse absolue d’un point géométrique A. Considérons
par exemple le point de contact A i une roue de voiture avec 13) sol. iupposons que la voiture avance en
ligne droite a la vitesse constante V , sans glisser. On a alors V4 = V vitesse de la voiture, alors que le
point de contact lié au sol a une vitesse nulle (le sol ne bouge pas) et que le point de contact li¢ a la roue
a également une vitesse nulle au moment ou il touche le sol (puisque le pneu ne glisse pas sur le sol).

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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14 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

Appliqué au centre d’inertie G
— d —
Mo=——(Ha)
dt /0

—
Rappelons que 57 ¢ peut €tre calculé par rapport a un point quelconque, avec des vitesses relatives
a G dans une base d’orientation galiléenne.

Appliqué en un point fixe
Si A = O (ou en translation uniforme dans un repere galiléen), alors :
— d —
Mo=——(#o)
dZ/O

En un point quelconque

X R . L — — — =
La relation (1.8) peut étre simplifiée en remplacant 54 par 5¢ g+ AG x p quand on connait 7.
Elle devient alors :

d
Ma=——(Hc)+M (Vo—Va) x T+ MAG x 16+ MV x Vo
dt/o
soit : 4
— —
Ay=——(Hc)+MACx ¥
dl‘/o

. — d (= . <
En fait on retrouve .Z g = o <jf G) étant donné que :

— — — = — —
Mpa=MG+AGX F = Mc+MAG X Y

Utilisation des torseurs

Pour les passionnés d’écriture compacte, on peut regrouper les théorémes de la résultante cinétique
et du moment cinétique en une seule équation :

— d

_a —

F _ dI/O p

— — = d —
My Va - T 5

dt/o
N g . s . , s,
ou V4 est la vitesse absolue d’un point géométrique A.
1.3.3 Théoreme de I’énergie cinétique

En dérivant! T = T + Ty, il vient:

,
AT =M% -Vo+ Y MY Vra

1. Pour la dérivation d’un scalaire, il n’y a pas lieu préciser de repere de dérivation, mais pour dériver les vecteurs
. . = = .. N 7. . 12z . .
intervenant dans le produit scalaire HVGH2 = Vi - Vi on choisit un repere de dérivation galiléen, pour obtenir plus simplement
le résultat recherché.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.3 THEOREMES GENERAUX POUR UN ENSEMBLE DE PARTICULES 15

soit : _
- —
ST =F -Vo+Y fi Vra
ou encore :
LT =11 =T+ 1,4, (1.9)
En remarquant que :
d >
ale=MYs-Vo=1lg
il vient : J
ETG :HG

d
ETraG = HruG
Rappelons que

- — : T4
1. pour Ilg = F -V, on peut ne prendre en compte que les forces externes et il faut considérer les
vitesses absolues,

—_—

s . .

2. pourIl,,, =Y fi - V14, il faut prendre en compte toutes les forces (internes et externes) et on peut
ne considérer que les vitesses relatives a un repere centré en G, d’orientation galiléenne.

En dehors de ces découpages particuliers, dans le cas général, la dérivée par rapport au temps de
I’énergie cinétique d’un systeme matériel est égale a la puissance dans un repére galiléen de toutes les
forces appliquées aux particules du systeme.

Ce théoreme n’a d’intérét que si les forces internes ne travaillent pas (absence de frottement ou cas
du roulement sans glissement par exemple).

1.3.4 Les intégrales premieres du mouvement

Les intégrales premieres du mouvement sont des équation différentielles liant les parametres de
position et leurs dérivées premieres, mais pas les dérivées secondes. Dans certains cas ces équations
sont extrémement intéressantes car elles permettent d’obtenir directement la valeur de la vitesse d’un
parametre de position. On distingue trois types d’intégrales premieres.

Composante constante de la résultante cinétique

. . . . N o7, - . . g
S’il existe une direction U fixe dans un repére galiléen, telle que F - = 0 , il vient en utilisant
(1.7):

—
p-u =cte

d —
carM(W): 0.

Composante constante du moment cinétique

— — —
S’il existe une direction u fixe dans un repére galiléen, telle que .#, - ' = 0 et tel que (VA X VG) .

% =01l vient en utilisant (1.8)
_ N
J - U = cte

—  —
La condition (VA X Vg) .U = 0 est en particulier vérifiée quand A est fixe, quand A est en G, ou

., — —
quand  est aligné avec V4 ou Vg.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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16 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

Energie mécanique constante

Si Il = I +I1,4, est une dérivée totale par rapport au temps d’une fonction scalaire —V (M) des

positions M des particules :
dv

Cdr

alors en intégrant (1.9):
T+V =cte

Ceci arrive en particulier lorsque les forces intérieures ne travaillent pas (pas de dissipation interne),
les forces extérieures de liaison ne travaillent pas (pas de frottements ou roulement sans glissement) et
les forces extérieures a distance sont dues a un champ de gradient. Dans ce cas I1,,, = 0 et

Mg =Y —gradv(M,) -V,

(59 (%)

_ _ZdV(Mi)
B dt
__dv
dr

en posant :

V=Y v

1.4 Application aux solides indéformables

Le Théoréeme de la résultante cinétique est inchangé, par contre le fait que les vitesses des particules
du solides constituent un champ obéissant a la loi de composition des vitesses, permet de mettre en
évidence une nouvelle quantité inertielle dans les autres théoremes, le tenseur d’inertie.

Considérons un repere Z4 = {A, B, } 1ié au solide. Il vient :

— d — d — —
V=2 (OMI-> . (OA+AM,~>
dl‘/o dl‘/o

— — —
=Vi+Qoa X AM;

— —
car ﬁ (AM,-) = 0 étant donné que toutes les particules sont fixes par rapport a Z4.

—
Attention : ici et dans ce qui suit V4 est la vitesse d’un point A 1ié au solide.

1.4.1 Moments cinétique et dynamique
En exprimant la valeur de V; dans 574 = Y AM; x m; V; il vient:
— — — = —
T = ZAM,’ X m; (VA + Qoa X AM,)
— —_— —_— —
— MAG x Vi — ¥ miAM; x (AM; x Qo )
Cette relation fait apparaitre le tenseur d’inertie en A du solide :

) — T —
L= - Y. mAM; =Y mAMAM, =Y mAM, AM, (1.10)

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.4 APPLICATION AUX SOLIDES INDEFORMABLES 17

D’ou:
— — —
%A :MAGXVA+]IA (QOA>

Rappel : ici 17,; est la vitesse d’un point A lié au solide.
Cas particuliers :

— =
— Si A est fixe (VA = 0) alors :

— SiAesten G alors:
— —
e =lg (QOA>

L — i (=2 — = .
Le théoréme 4 4 = dig <%ﬂ A) + MV, x Vg devient :

— — — d N —
Mo =MV, X VG‘f‘dT(MAGXVA‘HIA (QOA>>
/0

— d /— — —
=MAG X 74+ 14 (dl‘ (QOA)> + Qo X4 (-QOA>
Attention : ﬁ est I’accélération d’un point A 1ié au solide.

Cas particuliers :

1. Si A est fixe (}/_A) = 6), alors :

Aa=1a( 4 (8or) ) + 801 <1 (Gan)

2. Si A esten G alors:

— d /— — —
M =1g o <QOA> +Qon x g <QOA)

1.4.2 Energie cinétique et puissance
. g 1 T2 51 o
En exprimant la valeur de V;dans T = 5 Y m;||V; || il vient :
| — = — —_ = —
T = 3 Zmi <VA + Qo X AMl) . (VA +Qop X AMi>
— — = — — T, —
= %Zml\ ’VAHZ 4 ZmiVA . <QOA X AMi> =+ %Zm, (Al\/ll~ (QOA)> <AM,‘ (QOA)>
— — _— — —— T —
= %M ||VAH2 +MVy - (QOA X AG) + % (QOA)T (Zm,’AM,’ AM,‘) (QOA)
soit: — — = — — —
T =3M||Val[> +M Vy- (-QOA X AG) +3Q04 14 (-QOA)
Rappel : \7A> est la vitesse d’un point A 1ié au solide.
Cas particuliers :
. — =
1. Si A est fixe ( = 0), alors :
|~ —
T=5Q04 14 (QOA>

= 3Q0a- A a

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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18 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

2. Si Aesten G alors:
1 2Ll o
TZZMHVGH +§QOA-HG (QOA)
1 IV VYN
=M [|VG||" +3Q04 - H
. —_ — — L, .
De plus, la puissance Il = F - Vg + Y f; - vy, s €écrit:
- — — [ =
n:F-VG+Zﬁ-(QOA><GM,-)
- — — — —
= F -VG+ Y Q0c- (GM; x f; )

soit : N
— —
II=F -Vog+.#¢ Qon

Remarque : Si on vérifie la relation I1,,, = %Tmc a partir de cette derniere expression, on arrive a

la relation :
d — — — d /—
N (QOA> I (QOA) =Qoa - Ig < (QOA)>
t/O dt

qui est exacte car [ est symétrique.

1.4.3 Utilisation du repere principal d’inertie en G

La matrice des composantes, dans un repére principal d’inertie Z4 = {G, %4} 1ié au solide, du
tenseur [ est diagonale :

[HG]A =

Notons p, g et r les composantes de la vitesse de rotation de %4 relative a Zp :

p
(QOA )A = q
r

Dans ces conditions :
Ap
(%ﬂG)A = Bq
Cr

et
Trag = 5 (Ap* +Bg* +Cr?)
1.4.4 Propriétés des tenseurs d’inertie

La formule —i> = 1+ uu” valable pour % unitaire devient pour % quelconque :

—2 = ||uf*1— uu”

En appliquant cette relation a (1.10), il vient :
—2
Iy =Y mAM; =Y m; |AM1 =Y mAMAM!

Cette relation fait apparaitre :

— Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.4 APPLICATION AUX SOLIDES INDEFORMABLES 19

— le moment d’inertie du solide par rapport au point A :
ja=Y mil|AM;]?
— le tenseur des produits d’inertie en A :
Pa =Y mAM;AM/

D’ou:
Jal =Py +14

I4 et P4 sont symétriques définies positives. Leurs valeurs propres sont réelles, et leurs directions
propres (qui sont communes) sont orthogonales. La base constituée par ces directions propres est appelée
base principale d’inertie. Le repere d’origine G centre d’inertie et de base la base principale d’inertie est
appelé repere principal d’inertie.

Moment d’inertie par rapport a un plan

Le moment d’inertie par rapport au plan orthogonal au vecteur unitaire %, passant par le point A
est donné par :
. T
Jn, a=u Pau

Si U est direction propre, jr, . A est la valeur propre associée.

Moment d’inertie par rapport a un axe

Le moment d’inertie par rapport a la droite de vecteur unitaire % , passant par le point A est donné

par:
. T
Ju,a=u lqu
Si u est direction propre, j, , A est la valeur propre associée.
Remarque :
quelle que soit la direction de % on a:
JAa=Jm, , At Ju, A
Ellipsoide d’inertie

Considérons le lieu des points M tels que :
AMT I, AM = |

. . _
En posant AM = ||AM|| , on voit que :

1 ) 1
[AM[| = —— ou  jua=1—7

Vi, A lAM]®

Dans la direction de %, le rayon vecteur de Iellipsoide vaut 1/, /7, A

Considérons un solide ayant une forme ellipsoidale allongée. C’est autour de son “grand axe” que
son inertie est la plus faible, [[AM|| =1/./j, 4y a donc sa valeur la plus grande. L’ellipsoide d’inertie
a donc globalement les mémes proportions que le solide.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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20 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

1.4.5 Théoremes de Koenig

Considérons une somme de la forme :

Fa(®) = Z’”dt/ (A%,) « jt;n (AM)

étendue a toutes les particules d’un systéme. Dans cette expression :

n et m sont des ordres de dérivation valant O, 1 ou 2,

le symbole @ peut désigner soit le vecteur colonne (ou son transposé), soit le tenseur antisymétrique
2 .z —
(ou son transposé) associé au vecteur a,

le symbole * désigne une multiplication (matricielle ou vectorielle) compatible avec le type des argu-

ments.

En utilisant les propriétés barycentriques du centre d’inertie, énoncées par les formules (1.2), (1.3)
et (1.4) on démontre que :

Lo (R0) i (W0) v - (50) - ()
B () i ()

ce que nous écrirons sous la forme :
Fa(X) = FaM, G) + F6(X)

et énoncerons :

L’expression d’une grandeur #,(¥) relativement au repére %4 pour un systéme de particules ¥ est
la somme de cette grandeur F4(M, G) relativement au repére %, pour une particule unique regroupant
la masse totale en G centre d’inertie et de I’expression de cette grandeur relativement au repere ¢ (de
méme orientation que %, mais centré en G) pour le systeme de particules X.

Il en résultes les cas particuliers suivants :

— m=n=0,a— a, * — multiplication matricielle :
L (5) =14 (M, G)+16(Z)
— m=n=0,ad— aeta’, x — multiplication matricielle :

Pa(Z) =Ps (M, G)+Fg (X)

— m=n=0,a—a’ eta, x — multiplication matricielle :
ja(X) =ja(M, G)+ jc (%)
— m=n=1,a—a’ eta, x — multiplication matricielle :

T=T5+T,

c’est-a-dire la décomposition de I’énergie cinétique dans le mouvement, et autour, du centre
d’inertie.

L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.5 SYSTEMES DE SOLIDES 21

— m=0,n=1, a— a, * — multiplication vectorielle :
— — = =
%A:MAGXVG-F%G
Y Z 9 .
avec JZ ¢ calculé dans le mouvement autour du centre d’inertie.

Remarque:
La relation d’Huygens :

ju7A(Z):ju,A(M7 G)"‘]uG(Z)

ol j, oM, G)= Md? (avec d = distance des axes paralleles 2 % passant par A et G) est un cas
particulier des relations de Koenig.

1.5 Systemes de solides

Pour modéliser (obtenir les équations différentielles du mouvement) un ensemble quelconque, il
faut, en premier lieu, définir le systeme auquel on s’intéresse. Nous supposons ici que ce systeme est
constitué par un ensemble de N corps solides C; , avec i = 1 a N. Ce systeme peut éventuellement entrer
en contact, ou étre lié avec des corps extérieurs au systeme. Nous considérerons un corps solide fixe
externe C.

Corps solide unique isolé

Un corps solide unique, soumis a aucune liaison, possede 6 degrés de liberté (on dit 6 ddl), 3 en
translation (les coordonnées x, y et z d’un de ses points par exemple) et 3 en rotation (3 angles d’Euler
repérant un base fixée au solide par rapport a une base fixe de référence, par exemple). Pour prédire le
mouvement du corps, on calcule les dérivées secondes de ces 6 parametres, extraites des équations diffé-
rentielles du mouvement (en supposant connues les parametres et dérivées premieres initiales), puis par
intégration on en déduit les dérivées premiéres et les parametres suivants, et ainsi de suite. Ce processus
est a la base des simulations des systemes décrits par des équations différentielles. Pour calculer ces 6
dérivées secondes, il faut six équations différentielles du mouvement. Dans certains cas, des parametres
sont donnés, ce qui réduit d’autant le nombre d’équations du mouvement a rechercher. On peut égale-
ment avoir des équations du type intégrales premieres du mouvement. Dans ce cas les dérivées secondes
de certains parametres n’interviennent pas et on peut calculer directement leurs dérivées premieres, ce
qui fait gagner un niveau d’intégration pour ces parametres. Pour un corps solide unique, les théorémes
(vectoriels) de la résultante cinétique et du moment cinétique fournissent les 6 équations différentielles
cherchées.

1.5.1 Liaisons par contact entre solides

Considérons par exemple le cas représenté figure 1.1 du contact “ponctuel” entre deux solides C; et
C; ou C; appartient au systeme considéré ( on ne précise rien pour C;). Le contact a lieu en fait sur toute
212 . 2 z ) . —_ )
une surface élémentaire. Sur la figure nous avons représenté les forces d’action 7/, 7;, 7%, ... qu’exerce
C; sur C; aux points A;, A;, Ay, ... (C; exerce sur C; les forces de réaction opposées). La résultante
. — = — .
dynamique des r;, 7}, rf, ... est notée R :

—
Le point de contact I considéré est choisi arbitrairement dans la zone de contact, et on note . le
. 4 - = —
moment dynamique résultant en I des 77, r;, 7, ...:

=A< T A TA X T+ TAL X T

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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22 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

FIGURE 1.1 — Contact “ponctuel” entre deux solides

=g — . . .
R et .7 sont les éléments de réduction du torseur de contact en I. Contrairement au forces qui

agissent a distances et que I’on considere données car on sait les calculer en utilisant les lois de la
physique (attraction universelle, éléctrostatique, électromagnétisme, ...), ce torseur de contact introduit
6 inconnues.

Au niveau du contact, on doit considérer trois points I différents :

— le point I 1ié au corps solide C;,

— le point I lié au corps solide Cj,

— le point géométrique I lié I’espace descriptif de la scene.

Pour préciser la nature du point géométrique, il suffit par exemple de considérgr) une roue qui roule
normalement (sans glissement, ni dérapage) sur le sol, en avancant a une vitesse V. C; est la roue, C;
est le sol. Le point I lié au sol est bien siir immobile (comme le sol). Le point I 1ié a 1a roue a igalement
une vitesse nulle, puisque qu’il n’y a aucun glissement. Mais la figure se déplace a la vitesse V', et donc
le point géométrique I se déplace a la vitesse V.

Suivant la nature du contact, divers degré de liberté de C; par rapport a C; sont contraints. Exami-
nons les cas les plus significatifs.

Suppression d’un ddl en translation

La zone élémentaire de contact est considérée plane, orthogonale a la direction de vecteur unitaire
U dirigé de C; vers C;, et le mouvement de translation selon o de C; par rapport 2 C; est interdit
(du moins dans le sens opposé a4 ). Les autres mouvement sont autorisés (translation dans le plan, et
rotation quelconque). C’est le cas de la boule de billard sur un tapis.

Lorsque la liaison n’interdit les déplacements que dans un sens (opposé a u’) on dit qu’elle est
unilatérale. Deux cas sont a traiter, soit la contrainte est non effective (absence de contact) , il n’y ani de
perte de degré de liberté, ni forces de contact, soit elle est effective et il y a perte d’un ddl et apparition
de forces de contact.

Lorsque la liaison interdit les déplacements dans les deux sens (' et — ') on dit qu’elle est

L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.5 SYSTEMES DE SOLIDES 23

bilatérale.

La liaison va se traduire par une seule équation qui interdit la translation selon . A cette équation
. - — L .
on peut associer la composante de R sur u« (composante normale au plan de contact), notée R,,. Si C; et
C; appartiennent au systéme, R, et sa réaction opposée ne travaillent pas (les travaux s’annulent). Que C;
appartienne ou non au systéme, parmi les 6 inconnues du torseur dynamique de contact, la composante
R, joue un rdle a part. Elle correspond au parametre de Lagrange associé a la liaison dans le formalisme
de Lagrange.
Pour résoudre le probleme dii & I’introduction de ces 6 inconnues supplémentaires, il faut 6 nou-
velles éqautions. L’équation de liaison procure la premicre. Les 5 autres proviennent des lois associées
a la nature des frottements considérés.
Notons
- . . N .

— V; lavitesse de translation de C; par rapport a C;, tangentielle dans le plan de contact,
— — —

— Q,et w,u les composantes tangentielle et normale de la vitesse de rotation  ;; = €, + 0, U
du corps C; par rapport a au corps C;,
— . - = N

— R_,> la composante tangentiellede R = R, + R, u,

— ., et m, u les composantes tangentielle et normale du moment dynamique résultant en I,
— — .
My = My +my, u exercé par le corps C; sur le corps C;.

Dans le cas d’un frottement visqueux, en appelant f le coefficient de frottement visqueux en
translation, r le coefficient de frottement visqueux de résistance au roulement et p le coefficient de
frottement visqueux de résistance au pivotement, on aura :

— —
R; :—f Vi
— —
My = —ry
my, = —pQy

Ces 5 équations (2 composantes par équation vectorielle plane) permettent d’équilibrer le compte
des équations et des inconnues.

Dans le cas d’un “frottement solide”, on utilisera les lois de Coulomb et Morin.

En appelant f le coefficient de frottement en translation, r le coefficient de résistance au roule-
ment et p le coefficient de résistance au pivotement les 5 équations précédentes sont remplacées par les
lois de Coulomb et Morin :

é
R = _f ’Rn’ s

M, = —r|R,|
r = —F T~
"

m, = —pR,signe (@,)

Si une des vitesses V;, §_2,> ou @, s’annule transitoirement, 1’indétermination a une durée nulle. Par
contre si elle peut rester nulle, par exemple s’il n’y a pas de glissement (cas du roulement sans glisse-
ment d’une roue par exemple), cette condition doit étre imposée et elle fournit I’équation qui remplace
I’équation indéterminée et permet ainsi la résolution du probléme. Mais pour que cette condition de
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24 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

nullité perdure, il faut vérifier que les composantes trouvées au niveau du torseur dynamique de contact
vérifient les inégalités suivantes :

— —
V,=0— HR; < fo |R|
— —
Q=0— H///, <1y |Ryl

@, =0 — my, < po|R,|

Si une de ces inégalités n’est plus vérifiée, il faut supprimer la contrainte de nullité de la vitesse et
la remplacer par I’équation correspondante de Coulomb et Morin. Lorsque la vitesse s’annule a nouveau,
on doit tenter a nouveau de la fixer a zéro, et ainsi de suite.

Un frottement réel, est trés complexe et combine les relations de type frottement visqueux et frot-
tement solide.

Remarque:

. ~ - . PEBN . 7z
1. Dans le cas C; appartient au systéme, { R, ///1} est un torseur interne. Nous avons déja signalé

que la composante R, ne travaillait pas. Par contre, lorsque les coefficients f, r et/ou p sont non
nuls les autres composantes travaillent dans le déplacement relatif entre C; et C; et ce travail est

négatif. On dit que la liaison est dissipative. A titre d’exemple, en notant W la vitesse absolue du
— —
point I i€ au corps C; , le travail total de — R appliqué a C; et R appliqué a C; est égal a:

Sw=—RW&+R- (W+W) St

Sw— —flIVil*6  cas “visqueux”
"\ —f Rl Vil St cas “solide”

2. Dans le cas d’absence de frottement sur un ou plusieurs ddl, un ou plusieurs des coefficients f, r
et p sont nuls ainsi que les réactions correspondantes, ce qui simplifie grandement la résolution
du probleme. Lorsque tous les coefficients sont nuls on dit que la liaison est non dissipative.

3. Aux forces de frottements peuvent s’ajouter des forces motrices, par exemple d’origine électro-
magnétique. C; et C; peuvent par exemple porter des aimants qui vont produire des forces d’action
et réaction mutuelles données (car on sait les calculer en fonction des positions et des vitesses)
qu’il faut superposer aux autres.

Suppression de plusieurs ddl

Considérons un contact, ou un ensemble de contacts entre deux solides C; et C;. Généralement on
considére comme précédemment un point privilégié I et le torseur dynamique {?, Z}d’aetion de C;j
sur C; en ce point.

Chaque degré de liberté supprimé fournit une équation de liaison, et les lois associées a la nature
des frottements sur les degrés de liberté non contraints fournissent les autres, avec éventuellement des
conditions de vitesse nulle limitées dans le temps, subordonnées comme précédemment a des inégalités
entre composantes du torseur de réaction.

Les cas pratiques les plus fréquents sont :

La rotule:

— 3 relations interdisent les mouvements de transl@)n

— 3 relations de frottement permettent de calculer .#;.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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1.5 SYSTEMES DE SOLIDES 25

Le pivot ou liaison rotoide :

Seule la rotation autour d’un axe w est autorisée.

— 3 relations interdisent les mouvements de translations,

— 2 relations interdisent les 2 axes de rotations orthogonaux a u’,

— 1 relation permet de calculer le moment dynamique autour de % a partir des lois de frottements
et/ou des données de motricité si la liaison comporte un moteur.

La glissiére ou liaison prismatique :

Seule la translation d’axe # est autorisée.

— 3 relations interdisent les mouvements de rotation,

— 2 relations interdisent les 2 translations orthogonales & %',

— 1 relation permet de calculer la force selon de 2 partir des lois de frottements et/ou des
données de motricité si la liaison comporte un vérin.

1.5.2 Parametres de configuration, liaisons non holonomes et degrés de liberté

Un systeme de S corps solides peut posséder jusqu’a 65 degré de liberté, c’est-a-dire que la des-
cription de sa configuration ne demande pas plus de 6S parametres. Appelons p; ces parametres. Les
liaisons entre les corps (internes ou externes) font que ces parametres sont liés par des relations diverses
du type:

f (p17p2a"'7t) =0

Certaines de ces relations permettent d’exprimer un des p; en fonction des autres. Elles sont dites
holonomes. Chaque relation holondme permet d’éliminer un parametre de configuration p; de la liste des
inconnues pour lesquelles on cherche des équations différentielles du mouvement, puisque la relation
holondme permettra de calculer ce parameétre en fonction des inconnues obtenues par intégration.

Supposons qu’apres élimination d’un certain nombre de parametres par consommation de toutes
les relations holondmes, il reste m parametres de configuration, que nous noterons maintenant g;, avec
i =1 am. Ces m parametres sont appelés :

— parametres de configuration su systeme,

— coordonnées généralisées.

D’un point de vue mathématique ils constituent un systeéme de coordonnées d’une variété ponc-
tuelle a m dimension sur les réels.

Le nombre maximal de degré de liberté du systeme est maintenant réduit a m. Mais il reste encore
p relations du type :

fk(ql,qz,...,qm,l):() kzl,p
associées aux liaisons avec lesquelles il s’avere impossible d’extraire un ¢;en fonction des autres.

En différentiant ces p relations, on peut les mettre sous la forme :

c’est-a-dire :
arig1 +age + - -+ agmgm +ar =0 k=1,p
Si la matrice p x m (avec bien sir p < m) des a;; (j =1 a m) n’est jamais de rang complet
(rang égal a p), c’est que des conditions de liaisons sont redondantes, et il faut les éliminer. En dehors

des configurations singulieres pour lesquelles cette matrice n’est pas de rang complet, les p relations
suppriment p degrés de liberté au systeme qui ne présente donc plus que :

n=m-—p
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26 1. MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE

degrés de liberté. Ces p relations sont des conditions de liaison dites non-holonémes.

D’un point de vue mathématique, chaque condition non-holondme réduit le sous-espace libre du
vecteur tangent ¢ d’une unité (il doit évoluer dans I’hyper-plan de dimension m — 1 orthogonal au vec-
teur ligne correspondant de la matrice ay;). Les p conditions restreignent ainsi ¢ a un sous-espace de
dimension n = m — p.

Dans de nombreux ouvrages 1’opposition entre liaisons holondmes et non-holondmes est présentée
comme provenant du fait que les premieres ne font pas intervenir les dérivées des parametres de configu-
ration contrairement au deuxieme. Cette maniere de voir résulte du fait que pour les liaisons holondmes
simples, on sait écrire directement 1’expression d’un des parametres en fonction des autres (ce qui per-
met de I’éliminer), alors que pour les liaisons complexes les conditions sont établies a partir de relations
entre vitesses, et comme généralement on ne sait pas les intégrer, il y a impossibilité de les utiliser pour
éliminer des parametres.

Considérons a titre d’exemple une boule qui roule sans glisser sur un plan fixe. Supposons que
I’orientation de la boule soit repérée au moyen d’angles d’Euler et appelons x, y et z les coordonnées
du centre de la boule dans le repere fixe. La condition de non glissement est établi en écrivant que la
vitesse du point de contact 1ié a la boule est égale a la vitesse du point de contact lié au plan (qui est
nulle puisque le plan est fixe). On obtient alors en composantes dans le repere fixe :

% —ROsiny +R@cosysin® =V, =0
y+ RO cos Y+ R sin ysin O =V,=0
i=V.=0

L’intégrale de la derniére condition fournit la relation holondme :
z=cte=R

qui serait pseudo-holondme dans 1’approche en question. Comme on ne sait pas intégrer les deux
premieres relations, elles ne sont pas exploitées pour éliminer des parametres. Ce sont des conditions de
liaison non-holondmes.

Par ailleurs, il est parfois intéressant, en particulier dans la méthode de Lagrange pour pouvoir
calculer certaines réactions, de conserver comme inconnu un parametre qui peut étre éliminé. La relation
holondme non utilisée est alors considérée comme non-holonéme.

Nous conclurons en disant que les relations holondémes sont celles qui sont utilisées pour élimi-
ner des parameétres de configuration et qui ensuite peuvent étre oubliées, alors que les relations non-
holonémes ne sont pas utilisées pour éliminer des parametres de configuration (soit par choix, soit par
impossibilité) et sont mises dans le compte des équations qu’il est nécessaire de conserver pour calculer
les inconnues.

Inventaire des équations

Le systéme constitué par S solides est au prime abord repéré par 6S parametres inconnus.

Les théoremes généraux (résultante cinétique et moment cinétique) appliqués a chaque solide four-
nissent 65 équations qui équilibrent le compte inconnues-équations. Les contacts et liaisons diverses
introduisent des torseurs de réaction inconnus dans ces équations ce qui déséquilibre le compte. Ce-
pendant, pour chaque contact ou liaison, il y a a chaque fois autant d’équations que d’inconnues en
comptant :

— les relations de restriction des degrés de liberté de la liaison (par exemple une liaison rotule sans

frottement introduit les trois composantes de la force de réaction en inconnues, mais impose
les 3 composantes de la position du point lié),
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1.5 SYSTEMES DE SOLIDES 27

— les relations permettant de calculer les réactions de frottements en fonction des vitesses de
frottements, ou les relations exprimant que ces vitesses sont nulles (relations de roulement sans
glissement par exemple).

Il y a donc toujours autant d’équations indépendantes que d’inconnues.

Ceci étant constaté, il serait aberrant de conserver 65 parametres inconnus. Il y a intérét a exploiter

les relations holondmes pour réduire a un minimum le nombre m des parameétres de configuration g;
conservés. Pour chaque parametre éliminé, une équation des théoremes généraux devient inutile, mais il
n’est pas toujours facile de savoir laquelle. On est alors en présence d’un nombre redondant d’équations
qu’il est tres difficile de gérer sans une méthodologie spécifique de la structure du systeme étudié.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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Chapitre 2

Mécanique analytique

Ce que I’on nomme communément la méthode de Lagrange est une méthode qui permet d’établir
les équations différentielles d’un systéme mécanique sans faire intervenir les forces de réactions internes.
Elle repose sur la loi des travaux virtuels élémentaires qui permet déja de les ignorer.

2.1 Loi des travaux virtuels élémentaires

Considérons un systeme mécanique .# constitué par un ensemble de N particules élémentaires
(agrégées ou non) M; de masses m;, on note r; le vecteur OM; (ou O est I’origine d’un repere galiléen),
I; et I; ses vitesse et accélération absolues. Appelons f; la force a laquelle est soumise la particule M;
(appliquée en M;) résultante des forces a distance et des forces de contact qui lui sont appliquées. La loi
fondamentale de la mécanique appliquée a la particule M; permet d’écrire :

fl' —mii‘i =0

En conséquence, quelque soit le champ de vecteurs u;, on a pour toute partie & du systeéme méca-
nique .4 :

Y (fi—mjf;)-u; =0
&

Si on interprete le champ de vecteurs u; comme un champ de vitesses v; (pas nécessairement les
vitesses réelles I;, mais des vitesses virtuelles quelconques) on énonce cette égalité en disant que pour
toute partie du systeme, la somme des puissances virtuelles des forces réelles et des forces d’inertie est
nulle a tout instant.

Si on interprete le champ de vecteurs u;,comme un champ de déplacements virtuels dr; (non né-
cessairement parallele au déplacement réel r;dr) on énonce cette égalité en disant que pour toute partie
du systeme, la somme des travaux dans tout déplacement virtuel (a temps constant) des forces réelles et
des forces d’inertie est nulle a tout instant.

Notons bien que pendant un déplacement virtuel, le temps ne s’écoule pas: f;, I; et ¥; (et méme
r;) restent constants pendant ce déplacement. En conséquence les forces d’inertie a considérer sont les
forces d’inerties dues au mouvement réel. En ce qui concerne les forces réelles, il s’agit :

— des forces données (forces a distance : électrique, magnétique, attraction universelle),

— des forces de réaction dissipatives,

— des forces de réaction qui normalement ne travaillent pas, mais qui travaillent dans le déplace-

ment virtuel qui ne respecte pas certaines relations holondmes ou non holonémes.

Cette loi offre deux principaux intéréts :

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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30 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

— c’est une relation scalaire qui simplifie le probleme du choix de la base ou des bases de projec-
tion,

— un choix judicieux des déplacements virtuels permet de ne pas faire travailler certaines forces
inconnues.

Exemples :

— En prenant tous les u; égaux au méme u (déplacement solidifiant de translation), on retrouve la
loi fondamentale en projection sur la direction u.

— En prenant u; = Q X r; (vitesse virtuelle de rotation Q autour de 0 ou déplacement solidifiant
de rotation), on retrouve la deuxieme partie du théoreme de la résultante cinétique :

Zgy (fl — m,-i‘,-) : (Q. X l’,‘) 0
Zg)Q (l‘l' Xf,'—l'i xmii‘,-) =0
Zg (I‘,‘ Xfi—l‘,' xm,-'l‘i) =0
Z!}? <l‘i X f,' — %I’i X mil"l'> =0

— En prenant u; = r; (vitesses réelles) on retrouve le théoreme de I’énergie cinétique :

Z{’?’ (f, —ml-i‘,-) . i’,‘ =0
Y ofi ¥ —mit; -k, =0

soit :
d

P = —
P dt

2

1.
T Zimil‘i

2.2 Formalisme de Lagrange

Considérons le systéme mécanique . et notons ¢i, g2, ..., g les m parametres (appelés coordon-
nées de configuration) en fonction desquels on est capable d’exprimer en permanence les 3 composantes
des positions r; des N particules au moyen de 3N relations holonémes du type :

T =T1i(q1,92, - qm,t)

2.2.1 Identités remarquables préliminaires

Ce paragraphe ne fait qu’établir des relations purement mathématiques. Il peut étre sauté par le
lecteur.

En dérivant la relation précédente on obtient :

3r,- 8ri
o= —tg. 2.1
b= +); aqjqj 2.1
or; or;
Comparons 4 < r,> et 25 1l vient:
dqk) Ik
d < 8r,~ > azl‘[ 821',-
PN LI + .
@\ dgy dgdt  Toqdg; | d ori\ _ of; 2.2)
b _ or, + or, dt \ dgi Gy '
dgr  Jtdqr  TIq;dqx
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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2.2 FORMALISME DE LAGRANGE 31

or; or; )
Comparons % <8rtl> et &—: 11 vient :

ar; d%r;
m<6%>::8 Zaﬁmj d(or\ o
81",- 82r,- 82r,~ T <8t> - W (23)
o = o TXagan

En dérivant ¥; par rapport a ¢; dans 2.1, on obtient immédiatement

81'3- B 8r,~

= 2.4)
aqj' 8qj
car seul ce facteur fait intervenir g;.
Calculons ¥;. Il vient :
or; or;
F (at+§a%qf
soit en utilisant 2.2 et 2.3 : 5 Py 5
Lo Of  _OF r
o PR ag Ut R, U
Il en résulte que — el car seul ce facteur fait intervenir §;. D’ou la relation :
aq j 8 qk
8r,- o 8rl N 8r, (25)

dqi 94; 9y
2.2.2 Formule de Lagrange

L’énergie cinétique du systéme .# s’écrit :

2

1 T
TZQZ lr I
i=1

Les m; étant des constantes, la variation de I’énergie cinétique 7" en fonction des g; et ¢; ne provient
que des 7;. Il en résulte que :

oT N (T\" 9F; oy
dq; = \oki) dq; & 3(1/
oT N /0T or; N r;
- = — en utilisant (2.5
dq; igl (31"1') 9611 = 3611 (23)

N
% <8T> = Zm 8 Z 8 - en utilisant (2.3)

87)]- i=1 8q] 8
D’ou:
aT aT N ar;
i (50,) 5= L 5
dq; dgj =1 dgq;
Faisons la somme de ces termes multipliés par d¢;. I vient :
m (d (9dT oT m
Z (2 S 2.6
() o Epi oo
L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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32 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

ar; m Jr;
Etant donné que dr; = — &t + Z 5q ; les vecteurs 8r; = Y, =——8¢q; sont les déplacements
ot 19g; j=10q;

virtuels (effectués a temps constant) qu1 correspondent aux déplacements virtuels 0¢;. En écrivant la
relation (2.6) sous la forme :

m (d (dT aT
SWa = —jgl (dt <aqj> aq}) 66]J Z m,r 51‘,

elle s’interprete comme le travail virtuel 8W, de I’ensemble des forces d’inertie dans les déplace-
ments virtuels or; engendrés par les 6¢ ;. Nous noterons :

ow, d (0T oT N .7 OT;
i = =— = — _— = _—_— = _ miri _—
Cos dq; (dt <9%> 36!1) H dq;

la force inertielle généralisée associée a g;.
En remplagant m;¥; par f;, la relation (2.6) s’écrit également :

m oT aT N
a (20 5 8q;= Y A7,
jgl <d’<341> 9%) 9= 'Z <Z > 4 El' r

j=1

ol le dernier membre s’interprete comme le travail virtuel §W, de 1’ensemble des forces réelles
dans les déplacements virtuels Or; engendrés par les 8¢ ;. Posons :

N m
5Wr = ZflT(SI', = Z Qj5qj‘
i=1 j=1

oW, N . dr;
- 2.7
Q] aq] i; aq] ( )
Il vient :
m d (0T oT
£\ (5,) - 5g) -0 sa=0 9

Le terme Q; se nomme la force réelle généralisée associée a g;. Quand parmi les m coordonnées
gx seul g; effectue un déplacement virtuel 8¢, la somme des travaux virtuels de 1’ensemble des forces
réelles f; dans les déplacements virtuels Or; qui résultent du déplacement virtuel 8¢, est égale a Q;8¢;

Remarque : La relation (2.8) est I’expression de la loi des travaux virtuels dans I’ensemble des
déplacements virtuels dr; qui résultent du déplacement virtuel d¢; :

SW, + W, = szar,+z mit] 5r; = QI 6q+Q " 8q =0

i=1 i=
2.2.3 Expression des forces généralisées

Comme nous venons de le voir, la force réelle généralisée Q; associée a la coordonnée de configu-

ration g; s’€écrit :
aw, d
Qj = . <ZfTrl>

‘9511' ‘9%

La puissance des forces réelles s’écrit :

N
T.
=Y
i=1
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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2.2 FORMALISME DE LAGRANGE 33

Si les f; ne dépendent pas des 1, la dérivée partielle relativement a g; s’écrit :

om, N . OF; N . or;
r_ vy 9N _ ver ot _
aq;j igl ' dg; El ' dg; Q)

(compte tenu de 2.4). Ainsi les forces généralisées, qui ne dépendent pas des r;, sont les dérivées par-
tielles relativement aux vitesses généralisées de la puissance des forces réelles.

_am,

Qi= g,

Attention : Cette formule n’est pas valable dans le cas de forces dissipatives (elles dépendent des
;). L’oubli de cette restriction rend son usage dangereux. C’est pour éviter ce risque d’erreur qu’on
utilise les travaux virtuels de préférence aux puissances virtuelles.

Dérivation analytique

Pour les forces réelles qui dérivent d’un potentiel V(q,q,7) dépendant des positions, des vitesses
et éventuellement du temps, on peut calculer les forces généralisées Qp; par la relation :

d [V A%
o= (35) 5 =

A titre d’exemple, les forces électromagnétiques dérivent d’un potentiel V (q,q) qui fait intervenir
positions et vitesses, alors que le potentiel de pesanteur (V = Y.m;gz¢;) est un potentiel de position de

type V(q), pour lequel on aura simplement Qp; = —3—;.
J
Dans le cas d’une force réelle dissipative, proportionnelle & des 1; du type £ = —&i;, la dérivation
de la puissance 7, = —@1"1.2 va induire une erreur en introduisant un facteur 2 dans —2& ;. Pour mécaniser

le calcul des Qp; sans risquer ce type d’erreur on introduit pour ces forces dissipatives la fonction de
dissipation de Rayleigh :
1y g2
X = 5Y.Eif;

et les forces généralisées dissipatives correspondantes sont alors données par :

X4
QRj—_TQj

Forces généralisées qui travaillent effectivement

Pour les forces réelles f; qui ne dérivent pas d’un potentiel, ou plus simplement quand on ne désire
pas passer par I’intermédiaire de ce potentiel, le calcul de Q; s’effectue a partir de sa définition. Dans
notre exposé, les forces f; sont les forces qui s’exercent sur toutes les particules élémentaires des corps
du systeme (par exemple ses molécules). Pour les corps solides, on considere que les forces internes de
cohésion ne travaillent pas, puisqu’elles apparaissent par paires de forces d’action et réaction, égales et
opposées. Subissant le méme déplacement, elles font des travaux opposés qui s’annulent mutuellement.
Les seuls efforts réels a prendre en compte sont ceux qui travaillent effectivement quand on fait varier les
coordonnées de configuration, une par une. Pour les efforts qui s’appliquent sur des parties solides, on
considere souvent le torseur résultant (fy,c;) de ces efforts en un certain des points r; que nos noterons
px- Notons v, la vitesse virtuelle de translation de p; et wy la vitesse virtuelle de rotation de la partie
solide liée a py. Le torseur produit ainsi une puissance virtuelle :

T T
T = £ vi + ¢ o
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- Page 33/87 ONERA



34 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

Par ailleurs v, et @ s’expriment en fonction des ¢; par des relations de la forme :

m m
Vi=YJvijgi s o= YJokjdj

j=i j=i

D’ou:
T v . Ty .
m =8 XIviigit+ci Lok jq;
J=i J=i

En sommant toutes les puissances virtuelles produites par tous les torseurs appliqués au systeme,

il vient : K
Tk
Ori= %X 5
k=10¢;j
soit :

K or T
Ok :kzlkaij+ckakj

Forces généralisés associées a des efforts qui ne travaillent pas

A priori, les efforts qui ne travaillent pas n’apportent aucune contribution aux forces généralisées
Q,. A titre d’exemple, dans le cas d’un pendule simple, la tension du fil, toujours orthogonale au déplace-
ment de la masse suspendue, ne travaille pas. Dans le formalisme de Lagrange ces efforts n’apparaissent
nulle part. Ils ne peuvent donc pas étre (directement) calculés. Si on veut qu’ils apparaissent, il faut leur
laisser la possibilité virtuelle de travailler.

Les m parametres de configuration g; sont €ventuellement li€s par p relations non-holondmes
indépendantes. Dans I’esprit du formalisme de Lagrange on utilise un nombre minimal de parametres
de configuration et en conséquence on élimine tous les parametres superflus en exploitant toutes les
relations holondmes (celles qui permettent d’effectuer cette élimination). Par choix, on peut ne pas
prendre en compte une liaison pour laisser virtuellement travailler la force de liaison qui la maintien. Par
exemple, on peut laisser 2 degrés de liberté au pendule simple (x et y) au lieu d’un seul 8, en n’exploitant
pas le fait que x* 4+ y> = > = cte pour que la tension du fil puisse travailler. Dans ce cas cette relation est
considérée comme non-holondme.

Ces relations peuvent se mettre sous la forme suivante (en dérivant éventuellement les relations
holondmes conservées en non-holondémes) :

m
cly+ _Zlcquj =0 pour/=1ap (2.10)
j=

ou généralement les coefficients c;, et ¢;; peuvent étre des fonctions des g et les coefficients ¢y,
des fonctions du temps.

A temps constant (67 = 0), on peut écrire :

m
_Zlclquj =0 pour/=1ap (2.11)
j:

Dans le cas du pendule simple, avec g; = x et go = y, on aurait une seule relation :
x0x+yo6y=0

soitcijo=0,c;1 =xetcpp =Y.
Le travail virtuel de la tension est égal a:

SWr=T581 (=0)
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2.2 FORMALISME DE LAGRANGE 35

(en considérant que la tension T est négative quand le fil est tendu), d’ol :
OWr =T (x6x+ydy) (=0)

Il en résulte :

QTx - 86%‘ =Tx
X
oWr

QTy = Ty Ty

Ainsi, on constate que les forces généralisées, associées aux efforts qui maintiennent les liaisons
non-holondmes, ne sont pas nulles. Dans I’esprit du formalisme de Lagrange, les forces qui ne travaillent
pas ne sont pas considérées. Elles sont introduites par le biais de multiplicateurs qui seront présentés plus
loin. En fait ces multiplicateurs ne sont rien d’autre que les forces généralisées associées aux efforts qui
maintiennent les liaisons non-holondmes.

Considérons une des p relations 2.11. Elle s’écrit :
m
.Zlcl_f&lj =6p=0
j=

Elle traduit le fait qu’une certaine variation 8 p; ne peut pas s’effectuer. Cette variation correspond,
soit a une translation, d’une partie relativement a une autre, le long d’une direction u,, soit a une rotation,
d’une partie relativement a une autre, autour d’une direction u;, qui est bloquée. Dans le premier cas, la
composante f; sur u; de la force f qui maintient cette liaison, ne travaille pas car Wy, = f;6 p; = 0. Dans
le deuxiéme cas, c’est la composante {J; sur u; du moment {} qui maintient cette liaison qui ne travaille
pas, car Wy, = {;6p; = 0. Mais dans les deux cas, ces composantes produisent des forces généralisées
qui ne sont pas nulles: Qy, ; = flclj ouQy, ;= ﬁlclj.

D’une manicere générale, la force généralisée Qy, ;) ;,; associée a la composante généralisée 4; (de
force ou de moment) qui maintient la relation non-holonéme 6 p; = 0 s’écrit :

Onmy 1,j = hicy;

et:
p
Oun) j = lgliwc*z, (2.12)

Rappel : Compte tenu de 2.11 :

m

m p p m
Y O j09;= X <Z7LzCzj> dqj=Y. M| Lc,6q; | =0
j=1 j=1 \U=1 =1 \j=1

Les forces généralisées associées aux liaisons non holondmes ne travaillent pas.

Sommation des forces généralisées

La force généralisée Q; qui intervient dans la formule de Lagrange (2.8) est le Q; résultant de tous

les efforts réels appliqués au systeme. Ces efforts réels se répartissent en deux groupes :

— les efforts réels donnés ou désignés comme tels car les lois de la physique permettent de les
calculer a partir des positions ou des vitesses : forces de pesanteur, d’attraction universelle,
électrique, électromagnétique, de frottements visqueux ou secs, ... Le travail de ces efforts
conduisent aux forces généralisées données Qy; :

Quj=0pj+Orj+QEj+...
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36 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

— les efforts réels inconnus. Ils sont, en principe ignorés car ils ne travaillent pas. Ces sont les
forces d’action et réaction qui maintiennent les liaisons internes ou d’action associées a des
liaisons avec I’extérieur. Elles dépendent des forces inertielles du systéme et sont donc incon-
nues a priori. Ce sont elles qui interviennent dans les forces généralisées O, ) ; associées aux
liaisons non holondmes.

La formule de Lagrange (2.8) s’écrit finalement :

m

Y [Qaj+Qaj+Quun j] 64;=0 (2.13)

=

m
Mais comme Y. Q. j0q; = 0, elle se simplifie en:
Jj=1
m

Y [Quj+Q4j] 89 =0 (2.14)

j=1

2.2.4 Equations de Lagrange pour un systeme holonéme

La formule (2.14) peut s’interpréter en disant que le vecteur [Q, + Q] est assujetti a rester or-
thogonal au vecteur de composantes 0q. Si p = 0, les déplacements virtuels 8¢, peuvent engendrer, a
tout instant, toutes les directions de 1’espace de configuration. Il en résulte que le premier vecteur est
identiquement nul et la formule (2.8) conduit aux m équations de Lagrange :

Quj+0aj=0 pour j=1am

dt 8qj 8qj_ dj pourJ = m

c’est-a-dire :

2.2.5 Lagrangien d’un systeme

Si toutes les forces dérivent du potentiel V (q,q,?), on peut considérer le Lagrangien ou fonction
de Lagrange du systeme matériel étudié :
L=T-V

Compte tenu de (2.9) les équations de Lagrange se réduisent alors a:

i ﬁ —E*O our j=1am
dt\9dq;) 9dq; posts =

Si toutes les forces réelles ne dérivent pas de ce potentiel, il faut mettre au deuxieéme membre les
forces généralisées QO ; + Qr; issues des forces réelles qui ne dérivent pas de ce potentiel :

d (dL oL s
dt(aq'j>_8qj_QEj+QRj pour j=1lam

2.2.6 Multiplicateurs de Lagrange

Notons —c¢, le vecteur de dimension p de composantes ¢;,et C la matrice p X m des ¢, telle les
conditions non-holondmes s’écrivent :

Ciq=c, (2.15)
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2.2 FORMALISME DE LAGRANGE 37

A temps constant, cette relation implique Cdq = 0. Le vecteur dq ne peut engendrer tout 1’espace
am dimension. Il est limité au sous-espace de dimension 7 — p orthogonal aux p lignes de C. La relation
(2.14) implique que le vecteur [Q, + Q] est assujetti a étre dans le sous-espace orthogonal a 1’espace
de dimension m — p généré par 6q. Il est donc assujetti a appartenir au sous-espace de dimension p
engendré par les [ lignes de C. Si on note —A; les composantes de ce vecteur sur les lignes de C, il
vient :

Qa + Qd = _CT}L
et les équations de Lagrange s’écrivent :
d (0T oT
— == —== (o)
dt ( dq > dq Qat
ou Qy est le vecteur de forces généralisées réelles données.

Relation avec les Q(,,

A chacune des p conditions non-holondmes correspond une composante de force ou moment de
réaction, qui normalement ne travaille pas quand la liaison est respectée. Au niveau de la relation (2.12),
nous avons noté A; ces p composantes. La relation s’écrit matriciellement :

Quuiy=C"2
et permet d’écrire les équations de Lagrange sous la forme :

Qu+Qus+ Q=0 (2.16)

ou bien:

d (dT aT
ar <3q> - aiq = Qs+ Q)

La relation (2.16) peut-€tre interprétée comme une conséquence directe de la relation (2.13) en
considérant des travaux virtuels qui ne respectent aucune des liaisons non-holondmes (ce qui nécessite
de faire travailler les Q,.;)). Alors 6q peut engendrer tout I’espace de dimension . Il en résulte que le
vecteur [Qa +Qu+ Q(n_h)] qui lui est toujours orthogonal ne peut étre qu’identiquement nul.

2.2.77 Théoreéme de I’énergie cinétique dans le formalisme de Lagrange

Lorsque certaines des conditions non-holonémes font intervenir explicitement le temps, c’est-a-
dire lorsqu’une partie du mouvement est imposée par une loi horaire donnée, I’énergie cinétique du
systeme 7(q,q,?) est la somme d’un terme 7> composé de termes normaux de degré 2 (quadratiques)
en ¢, d’un terme 71composé de termes de degré 1 (linéaires) en ¢ et d’un terme Ty composé de termes
de degré zéro en ¢. En fait, il existe des termes en vitesses données v () et 7} est composé de termes en
produits v (7) g et Ty est quadratique en v (¢) :

Ir=n+h+T

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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38 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

Quelle que soit la fonction 2 valeur scalaire T (q, q,) au plus quadratique en ¢, on démontre ! que :
)":1 d (0T oT d(T T)+(9T
E\a\9g;) aq,) V= a0ty
m
Or E] (% (%) aq}) 0qj= Z Q;0q; Vdgqj, soit en particulier pour 6¢g; = ¢; d’ou:

d 8
o (L —Ty) + Z 0jq; (2.17)

Cette relation constitue 1’écriture du théoreme de 1’énergie cinétique dans le formalisme de La-
grange, particulierement utile lorsque des liaisons dépendent explicitement du temps.

Remarque : La puissance totale de I’ensemble des forces réelles s’écrit :

=§f?rl—2fT< IRy )
i=1 j= laQJ

d’ou:
7 Or;

ﬂl’_ ZQIQJ+ZI at

La puissance totale de I’ensemble des forces réelles est la somme de la puissance des forces géné-
ralisées et de la puissance des forces réelles dans le seul mouvement imposé, a configuration figée.

La puissance des forces généralisées ne représente donc qu’une partie de la puissance mise en
jeu par les forces réelles. Elle ne comptabilise pas la puissance fournie au systéme pour I’entrainer, a
configuration figée (tous les g; constants) dans le (ou les) mouvement imposé.

Utilisation du Lagrangien (cas de I’existence d’un potentiel).

Etant donné une fonction scalaire V(q, q,#) au plus quadratique en ¢, la relation générale pour les
fonctions au plus quadratique en ¢ permet d’écrire :

g“ i al _al m_i(v_v)_i_al
E\ar\ag;) " aq; )T T a4\ PV T o

ou V(q,q,t) = Vo + Vi +Vp (indices relatifs au degré en g).
Si les Q; dérivent du potentiel V(q,q,7),ona Q; = (% (g—(}/j) - g—(}//). D’oli:

d a
o (Va—Vo)+ Z Qjq; (2.18)

En utilisant le Lagrangien L =T —V, et en posant L = L, + L; + Ly (indices relatifs au degré en
g), il vient en retranchant (2.18) de (2.17):
d dL

E(LZ_LO)JFE:O (2.19)

1. En effet:

T, IT; .
za;q,— 213 zaq 4j=T: 5 =0— zlg—gquzmn
dT d (9T -\ _d (9T .. 1.y .
+Zaq‘11+f-aqqzoraq‘h (quqj) dz<aq/>q1’d°“~

d(BAT+T) _ 9T S (d(ar aT
%—WJF 2hL+T)— ]Z ai\9g; ) ~ 2q;

ce qui conduit a I’expression désirée.

L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
|Sae Page 38/87 ONERA
—_

THE FRENCH AEROSPACE LAB



2.2 FORMALISME DE LAGRANGE 39

qui constitue le théoreme de I’énergie cinétique en présence d’un potentiel.
Remarque : Si toutes les forces réelles ne dérivent pas de ce potentiel, il faut mettre au deuxieme
membre la puissance forces généralisées Qnp; issues des forces réelles qui ne dérivent pas de ce poten-

tiel : J oL
DL+ 25 =
dt( »—Lo)+ 5 jngNPJQJ

2.2.8 Intégrales premieres de I’énergie au sens de Lagrange

Si la dérivée partielle %—f est égal a la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction F, on a
Iintégrale premiere de I’énergie :

Ly —Ly+F =cte

Plus simplement :

JdL
EZOHszLozcte

De plus si on a un simple potentiel de position V(q), alors V, = V| = 0, il en résulte ’intégrale de
Painlevé :
Th,—Ty+V =cte

(intégrale premicre en présence de mouvements imposés).

De plus si les liaisons sont indépendantes du temps (pas de mouvements imposés), alors 71 = Ty =
0. On trouve :
T+V =cte

qui est I’intégrale premiere classique de I’énergie.

2.2.9 Intégrales premieres cinétiques au sens de Lagrange

Dans le cas d’un systeéme admettant un Lagrangien L, s’il existe une coordonnée de configuration
g, pour laquelle g—;est la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction G, on a I’intégrale premiere
J
cinétique :

oL
— —G=cte
g,
Plus simplement :
JL oL
— =0— —=cte
dq;j dq;j

. N . — . . , e .
Si g est un parametre mesurant la translation selon un axe ', la projection de résultante cinétique
— - —
sur u est constante (p'- u = cte).

. N . — . . . .
Si g; est un parameétre mesurant la rotation autour un axe u, la projection du moment cinétique
— - —
sur u estconstante (& - u = cte).

Il n’est pas nécessaire de faire intervenir le Lagrangien pour trouver ce type d’intégrale premiere.

£ : : d (9T aT __ T : > T
En revenant aux équations classiques de Lagrange 7 (Tq) ~9q= Q.+ C" A, onvoit qu’on a’intégrale
premiere g—q.T_ =cte si g—qT_ =0 et Qy; = 0 et a condition que la variable ¢; n’apparaisse dans aucune des
J J

conditions non-holondmes.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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40 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

2.2.10 Exemples de mise en oeuvre

Le principal intérét du formalisme de Lagrange est de permettre d’ignorer totalement les réactions
internes. En effet, les réactions n’interviennent que dans le calcul des forces généralisées par la formule
0, = ﬁ-vzlf,-Tg—;;. Une réaction interne associ€ée au maintien d’une liaison ne travaille que lorsque la
liaison est violée, car dans un déplacement d’ensemble des deux parties qui maintient la liaison, les
travaux des action et réaction s’annulent. Les déplacements d¢; respectent naturellement les contraintes
holondmes. Il en résulte que les réactions associées a ces contraintes peuvent étre totalement ignorées.
Par contre, nous avons vu que les réactions associées aux contraintes non-holondmes interviennent dans
les équations de Lagrange, mais, comme les précédentes elles peuvent étre ignorées, a condition de les

prendre en compte par le biais d’un multiplicateur.

Divers traitements des liaisons

Considérons a titre d’exemple le systeme constitué par le cylindre roulant sur le plan incliné repré-
senté figure 2.1. Cherchons les équations de son mouvement en supposant qu’il roule sans glisser sur le
plan incliné avec un coefficient de frottement sec f = tg¢.

y

FIGURE 2.1 — Cylindre roulant sur un plan incliné

Repérons son centre de gravité G par seg)ordonnées x et y dans le repere Oxy et son orientation
par ’angle de rotation 6 que fait le vecteur GM une direction fixe. Notons m la masse du cylindre et
J= %mr2 son moment d’inertie autour d’un axe perpendiculaire au plan, passant par G.
Traitement classique en holonome.

La contrainte qui maintient le cylindre en contact avec le plan se traduit par la relation holonéme :
y=r (D

Cette relation holondme permet d’éliminer la variable y qui ne sera pas prise en compte dans la
modélisation. A cette liaison holondme est associé la composante normale R, de la réaction du plan sur
le cylindre qui sera donc totalement ignorée.

La contrainte qui assure le non glissement du cylindre sur le plan se traduit par la relation a priori
non-holondme :

i+r6=0 (2)

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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Nous intégrons cette relation en :
x+r0=0 3)

en choisissant le point M de telle mani¢re que la constante d’intégration soit nulle. Cette relation
permet d’éliminer une deux variables x ou 6. Traitons la donc en relation holondme et choisissons de
conserver comme seul parametre de configuration x. A cette liaison holondme est associé la composante
tangentielle R, de la réaction du plan sur le cylindre qui sera donc totalement ignorée.

La seule force a prendre en compte est le poids m'g” du cylindre.

Pour cette modélisation, le systeme est holondme avec un seul degré de liberté. (n=m =1, p=0)
et un seul parametre de configuration g; = x.

Pour la force généralisée Q) associée a ce parametre on a les possibilités suivantes :

— Calculer Qjen faisant travailler m g dans les déplacements induits par 8x:
=
016x=mg -0G
—
or 8G = 8x i et re 0= —gsina,d’ou:
Q| = —mgsinx

— Calculer Qqen utilisant le potentiel de pesanteur V = mgh = mgxsina + cte:

0= —%—‘; = —mgsinQ

— Puisque toutes les forces données dérivent d’un potentiel, on peut utiliser le Lagrangien L =
T —V et ne pas mettre de forces généralisées Q.
L’énergie cinétique du cylindre s’écrit :
1o (20 2) 11792
T =3m(&*+y*) + 3570
Soit compte tenu et (1) et (2) et de la valeur de J :
_ 1,2 1.2 _3 .2
T = 3mx° + zmx~ = ymx

2

Si on utilise le Lagrangien L = %mx —mgxsina I’équation de Lagrange s’écrit :

d dL _ JL 3,3 :
T gy =0—smi+mgsino =0

Si on n’utilise pas le Lagrangien :

d dT oT 3 .
dox  ox Ql — me: —mgsino

Dans tous les cas I’équation du mouvement s’écrit :
i=— % gsina
0= %% sinoe  (en utilisant (3)).
Les réactions R, et R, demeurent inconnues. On ne peut pas vérifier la condition de non-glissement
‘Rx’ < tg(pRy'

Dans les approches suivantes nous n’utiliserons plus les aspect potentiels et Lagrangien qui ont
été illustrés sur ce cas.

Traitement en non-holonéme sans multiplicateur.

La relation (3) n’est pas utilisée pour éliminer 8. Le syst¢eme a donc p = 1 condition non-holonéme
et toujours un seul degré de liberté n =m — p = 1, avec m = 2 parametres de configuration :

gi=xetqg =106

Ces deux parametres de configurations sont liés par la relation non-holondme :

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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i+r6=0

Cette liaison est maintenue grice a la réaction tangentielle R,. Dans cette approche, sans multipli-

cateur, cette réaction doit &tre prise en compte.
016x+0:80 =mg - gg—l—Rx? .81
avec 5—G) —Sx 1 et 5—} —6xi + r567, d’ou:
Q1 = —mgsin + Ry
0> =rRy
L’énergie cinétique du cylindre s’écrit :
T = %mxz + %mrzéz
D’ou le systéme constitué par les deux équations de Lagrange :

49T _ 9T — ) — mk = —mgsinat+R,  (4)

dt dx ox
d dT aT 1 0
G5~ 56 =02— ymr*0=rR, (5

et la dérivée de la condition non holonéme :
¥+r6=0  (6)

On tire R, de (5) et O de (6) qu’on reporte dans (4). Il vient :
miX = —mgsinQ + % (%mr2 (-%)) — %mx = —mgsind, soit :
= —%g sinQ

puis :
0= %% sina en utilisant (6),

puis:

R, = %mg sino¢  en utilisant (4).

Ry, étant inconnu, on ne peut vérifier la condition de non-glissement.

Traitement en non-holonéme avec multiplicateur.

Cette approche est similaire a la précédente, mais ici la réaction tangentielle R, n’est pas prise en
compte dans le calcul des Q;. Par contre un multiplicateur A (qui en fait est égal a R,) est associé a la

condition non holonéme

1A ajouté a la premiére équation

A:li+r6=0 . . .
e - { rA ajouté a la deuxiéme équation

Les Q; sont donnés par :

Q016x+0,660 :m?~5§—> Q01 =—mgsina et Q> =0.

D’ou le systeme constitué par les deux équations de Lagrange :

iBT_%:Ql_i_)L_)mjé:—mgsina—Fl

dr dx
%%—% =Qy+rA — Imr? =rh
> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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On retrouve exactement les mémes équations que précédemment avec A a la place de R,.
Traitement en non-holonéme supplémentaire (avec ou sans multiplicateurs).

Afin de vérifier la condition de non-glissement, et donc évaluer Ry, on va considérer les m =
3 parametres de configuration gq; = x, g = 0 et g3 =y, et les p = 2 conditions non-holondmes (et
multiplicateurs associés) :

114 ajouté a la premiére équation
A li+7r0+0y=0— ¢ rA; ajouté a la deuxieéme équation
OA; ajouté a la troisieme équation
04, ajouté a la premiére équation
A2:0x+00+1y=0— ¢ 0A, ajouté a la deuxieme équation
12, ajouté a la troisieéme équation
La premiere condition non-holondme est la relation de roulement sans glissement avec comme
multiplicateur de Lagrange A; = R.

La deuxieme condition non-holondme est la condition non-holondme supplémentaire (dérivée de
y = r) avec comme multiplicateur de Lagrange A, = R,.

Les Q; sont donnés par :

010x+ 0,80 + 038y =mTg - §G. Or maintenant 8G = 8x i + 5y7. D’ou:
Q| = —mgsinx
02=0

03 = —mgcos o
L’énergie cinétique du cylindre s’écrit :
T = %m ()'cz +)>2) + %mrzé2
D’ou le systéme constitué par les trois équations de Lagrange :

49T I — O+ A — mi = —mgsina+ A (7)

%% —% =Qy+rh — tmr*0 =rA;  (8)

et les dérivées des conditions non-holondmes :
i+r6=0 (10)
§=0 (11)
(9) et (11) impliquent : Ry = A, = mgcos &
(7), (8) et (10) sont identiques au traitement précédent, d’ ol :

2.
¥=—35gsina
§ — 28

R, =4 = %mgsina
Le maintien du contact du point I suppose que Ry, = mgcosa > 0, c’est-a-dire que |a| < 7 ce qui
est toujours le cas.

La condition de non-glissement suppose que |Ry| < tg@R,, c’est-a-dire que |tgor| < 3tge. Elle est
indépendante du mouvement. Il en résulte qu’il n’y a pas de commutations éventuelles a considérer entre
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44 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

des phases a roulement sans glissement et des phases a glissement. Si la condition n’est pas vérifiée, la
modélisation effectuée n’est pas représentative du mouvement.

Cas du glissement

Traitons ce cas en holonéme (p = 0). La liaison y = r élimine le parametre y et permet d’ignorer
la réaction Ry. Le systeme possede n = m = 2 degrés de libert€s et parametres de configuration g; = x
etg, = 0.
Les forces généralisées s’obtiennent par :
0165+ 0,80 =mg -8G+R, 7 -1
d’ou:
01 = —mgsina + Ry
Q> = rRx
L’énergie cinétique du cylindre s’écrit :
T = %mxz + %mrzé2
D’ou le systéme constitué par les deux équations de Lagrange :
Tor gy =01 —omi= —mgsino + R,
%% —% =0, — %mrzé =rR,
ou ici la force R, est donnée par la loi de frottement sec de Coulomb et Morin :

Ry = —f|R,|signe(x+r0)

Supposons que nous ayons calculé R, par un moyen quelconque (R, = mgcos ). Il vient:

o — 11— Lsigne(i+r0)

gsino tgax

LI gsigne(x+r0)

sin o tgor

La quantité x4 70 peut elle s’annuler et rester nulle ? On a:

itrd 1 3tgo - : a
e = go Signe(t+r6) <0

En conséquence X + r diminue en permanence. Si les conditions initiales sont telles que x + 70 >
0, c’est-a-dire si le point I glisse en montant, ce mouvement va s’inverser jusqu’a ce que la vitesse du
point I s’annule. A ce moment i+ r@ étant toujours négatif, la vitesse du point I devient négative et le
glissement continue mais en sens inverse.

Conclusion :

Ces différents traitements montrent les différentes possibilités offertes par le formalisme de La-
grange. Le traitement & mettre normalement en oeuvre est le premier : traitement en holondme complet.
Quand il subsiste de vraies conditions non-holonémes (qui ne permettent pas d’éliminer des parametres
de configuration) on utilisera les multiplicateurs de Lagrange, afin de pouvoir ignorer totalement les
réactions qui ne travaillent pas.

Toutefois, certains systeémes, méme simple se prétent mal au formalisme de Lagrange, a cause de
la nécessité de spécifier et d’utiliser de vrais parametres de configuration. Considérons par exemple les
équations du mouvement d’un corps solide isolé dans I’espace. Il faut considérer 6 parametres de confi-
guration, par exemple les 3 coordonnées de position x, y et z de son centre de gravité et 3 angles d’Euler
précisant son orientation et calculer son énergie cinétique en fonction des dérivées de ces parametres :

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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T = %m (x2+y2+z'2) + %(Apz—kqu—}—Crz)

en notant m sa masse, A, B et C ses moments principaux d’inertie et p, g, r les composantes de sa
vitesse instantanée de rotation dans le repére principal d’inertie.

En ce qui concerne les 3 premiers parametres on trouve tout de suite :
mi =my=mZ=0.

En ce qui concerne les 3 autres, la dérivation des équations de Lagrange va nécessiter 1’utilisa-
tion des relations qui lient les p,q,r aux dérivées des angles d’Euler et conduire a des équations treés
complexes, alors que le théoréme du moment cinétique conduit immédiatement aux équations d’Euler :

Ap+qr(C—B)=0
Bg+rp(A—C)=0
Cr+pg(B—A)=0

Intégrales premieres

Kk
. C
o) ) v
i @) O v
mgY \da
Y
m,g

FIGURE 2.2 — Pendule elliptique d’Euler

Considérons le systtme mécanique représenté figure 2.2 assujetti a évoluer sans frottement dans
le plan vertical de la figure. Un chariot de masse m; roule sans glisser sur un plan horizontal. Il porte
attachée en un point C par un fil non pesant inextensible de longueur a une masse m; ponctuelle en M.

On considere les deux parametres de configuration y abscisse de C et 6 angle de CM avec la
verticale descendante.

La seule force a prendre en compte est le poids myg. On peut la prendre en compte par 1’intermé-
diaire du potentiel :

V = —mypgacos 0
L’énergie cinétique du systeme s’écrit :
_1 2,1 2
T = EleC + jmva
car Vg, = V¢c.On a:

Ve =7Jj

L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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Vi = Ve + 0i x CM = yj+0ixa(—kcos 6 + jsin0) = (y+ab cos 0) j+ab sin Ok
D’ou:

T = 1my* + my (2 +a*6% 4 2ax0 cos )
Le systéme est holondme, non dissipatif. Il admet le Lagrangien :

L=T-V = Imy*+ imy (y*+a*6> +2ayf cos 0) + mrgacos 6

Intégrales premieres :

% =0— Ly —Ly=T+V = cte. Cest I'intégrale premicre de 1’énergie :
I (m+ my) y* +my (%azéz +ay6cos O — gacosf) = E
% =0— g—lyj = cte. C’est I’intégrale premiere cinétique :

(my +my)y+maabcos @ = p(= cte)

Equations classiques de Lagrange :

d JL __ 5N,
ETy—O,dou.

(m1+m3) ¥+ maa (6 cos 6 — ézsine) =0

% =my (a*0 +aycos ), g—é = —m; (ay0sin6 + gasinB), d’ou:

ab +3jcosO +gsin® =0

Remarque : Considérons I’abscisse yg du centre de gravité du systeme mécanique. On a:
myy+my (y+asin@) = (my +my)yg, d’ou:
(m1+m2) Y6 = px

Choisissons comme repere galiléen le repere d’abscisse yg, en translation rectiligne uniforme, telle
que yg = 0. Il en résulte que :

myy+my(y+asin@) =0
Dans ce repere, on a:

"2 _gsin@ +asin® = -“"_sin0

myymyp min

Yy =y+asinf = —

Zy = —acos @

Le point M décrit une ellipse. La premiere équation de Lagrange traduit le fait que j = 0. Quand
my — oo, j — 0. La deuxieme redonne 1’équation classique du pendule ordinaire.

Cas des systemes multi-corps

Considérons un systeme mécanique constitué par assemblage de N corps rigides C;, de masse
m;, de centre d’inertie G; et de tenseur d’inertie J; en G;. Notons V; la vitesse de translation de G;
relativement a un repere galiléen et €; la vitesse de rotation du corps C; relativement a I'inertie. Ces
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vitesses s’expriment en fonction des dérivées des m coordonnées généralis€es g; par des relations de la
forme :

m
V=V + .ZlJVijq-j
]:

m
Q= Qi+ 'ZIJQijq.j
j:

A titre d’exemple si V; = %OGi, alors V§ = %OGi etJyij = a%,OG,u Plus précisément :
J
— si le corps C; n’est pas sur une branche cinématique postérieure au mouvement mesuré par la

coordonnée articulaire g, alors :
Jvij=Jaij =0

— sinon,
— si g, est une variable mesurant une distance le long d’un axe de vecteur unitaire u;, alors g;
produit au niveau du corps C; un apport de vitesse de translation ¢ u;. Il en résulte que :

Jvij=u; et Jg;=0

— si g; est une variable mesurant un angle de rotation autour d’un axe de vecteur unitaire u;,
passant par un point Oj, alors ¢; produit au niveau du corps C; un apport de vitesse de
rotation g;u; et au niveau du point G; un apport de vitesse de translation g;u; xO;G;. Il en
résulte que :

Jvij=u; x0;G; et Joij=u;
V!, et Q, sont les vitesses induites par les mouvements imposés dépendant explicitement du temps.

Pour calculer les forces généralisées Qg on considere les déplacements virtuels a temps constant
en translation 0G; et en rotation 6.7 notés :

5G[ = ZIJViquj
J:

0.4 = _ZIJQij&Ij
j=

Notons F;; et My; le torseur résultant en G; des forces extérieures appliquées aux corps C;, sans
compter les composantes associées aux réactions qui ne travaillent pas (elles seront prises en compte par
les multiplicateurs). Le travail virtuel de I’ensemble de ces torseurs s’écrit :

N
oWy = Y Fy;- 6G;+My; - 6.4
=1

1

=

N m m
= _Zlei' _ZlJv,'j5q]'+Mdi‘ _ZIJQij5Qj
j= Jj=
Il en résulte que :

N
Quj = .Zlei “Jvij +My; - Jaij

=

L’énergie cinétique totale du systeme mécanique s’écrit :

N N
T = %.gmin"Vz‘ + %;Qi ~Ji ()

En remplagant les V; et Q; par leurs valeurs, on obtient une expression de la forme :
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48 2. MECANIQUE ANALYTIQUE

T=14"M(q)q+Ti(q)a+To(q)

ou les termes T (q)q + Ty (q) proviennent des termes V/, et Q.

11 vient :
oT )
34" M(q)q+Ti(q)
d [T o
pr (aq> =M(q)§+M(q)q+T,(q)

D’ou les m équations de Lagrange :

. . oT
M(q)4+M(q)q+T,(q) - 9q =Q,+C"A

Que ’on doit associer aux p équations obtenues en dérivant (2.15) :
Ci=¢,-Cq=c

Posons :

d . )
S(q.1) = Qd+a£ ~M(q)q— T (q)

Pour calculer les m + p inconnues ¢ et A on dispose alors des m + p équations :

Ci=c

Résolution 1:

On peut, tout simplement, faire appel a un programme classique de résolution de systeme linéaire.
De plus en changeant le signe de A, la matrice du premier membre devient symétrique, ce qui permet
d’utiliser une résolution par la décomposition de Choleski (voir annexe).

Résolution 2 :

La matrice d’énergie cinétique M est normalement définie positive. Elle permet de calculer ¢ dans
la premiere équation :

4d=M"(S(q,q,r)+C"2)

qui reporté dans la deuxieéme permet d’extraire A :
A=—(cM'c") (e +8)

a condition que le rang de C soit complet, c’est-a-dire que les p condition non-holonémes soient indé-
pendantes. Reporté dans 1’expression de ¢, on obtient finalement les équations du mouvements sous la
forme :

Mi+C” (CM'CT) ' (¢, +8) =S

Cette méthode nécessite I’inversion explicite de M.

Résolution 3: On suppose que le rang de C est complet: p = rang(C). Notons N la matrice
m x (m— p) de rang m — p, noyau de C, telle que CN = 0. 1l vient :

et (V)
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2.3 LES EQUATIONS DE KANE 49

A priori la matrice m X m du premier membre est de rang complet. On peut calculer ¢ en résolvant
ce systeme. Le calcul de A peut étre effectué en sélectionnant p lignes indépendantes dans C7 et en
résolvant le systtme CT A = Mg — S réduit i ces p lignes.

Résolution 4 :

Notons r = rang(C). On utilise la décomposition en valeurs singulieres de C (voir annexe) pour
calculer sa pseudo-inverse C* et son noyau N. On considere le vecteur z de dimension m — r tel que :

q=C"¢,+Nz
G=C'¢; +Nz
En reportant la valeur { tirée de cette derniere équation dans 1’équation de Lagrange, il vient :
M(Cte;+N)z—CTA =S
Soit en multipliant par N7 :
N"MNz=N" (C"A+S—MC"¢;) or N'CT=0, d’ot
2= (N"MN) " 'N” (S—MC*e¢;)
Le systeme a intégrer est alors constitué des 2m — r équations différentielles du premier ordre :
2= (N'MN) 'N” (S—MC*¢)
G=C"¢, +Nz

Remarque : Si la modélisation est bien faite, les p conditions non-holonémes sont indépendantes
(r=p).

2.3 Les équations de Kane

Le principal inconvénient des équations de Lagrange provient de la complexité du calcul des termes

M(q)q, T1(q) et &—T Ce calcul nécessite des dérivées partielles par rapport aux paramétres de confi-
guration, ce qui est garticuliérement délicat lorsque ces parametres sont des parametres angulaires non
physiques (non liés a un axe matérialisé) tels que les angles d’Euler utilisés pour repérer 1’orientation
d’un corps. Pour remédier a cet inconvénient Kane propose une approche qui ne nécessite pas cette déri-
vation par rapport aux coordonnées généralisées. Pour cela il propose de définir directement m vitesses
généralisées w; sans spécifier la signification de leur intégrale. Les m équations différentielles du second

ordre peuvent étre représentées vectoriellement sous la forme habituelle :
Q. +Qu+ Q(n.h) =0

Le calcul des forces généralisées Qg et Q(,. ) associ€es aux forces réelles est similaire a celui
utilisé dans les équations de Lagrange. Par contre, pour calculer les forces généralisées Q,, associées
aux forces inertielles il faut expliciter ces dernieéres au niveau de chaque corps.

Considérons le cas d’un systeme multi-corps et notons V; les vitesses de translation de G; et €;
les vitesses de rotation du corps C; relativement & un repere galiléen. Ces vitesses s’expriment comme
précédemment en fonction des m vitesses généralisées w; par des relations de la forme :

m
Vi=V+ _ZIJVijo
]:

m
Qi =Qj+ .Zlezijo
]:
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L’intégrale définie fé w;dt peut correspondre a un parametre de configuration g; ou pas, comme
par exemple celle d’'une composante du vecteur vitesse de rotation instantané dont I’intégrale n’a aucune
signification physique.

Comme précédemment, on associe aux vitesses V; et £2; des déplacements virtuels a temps constant
en translation 0G; et en rotation 0.7 notés :

0G; = ZIJVU(SCIJ
]:

0.4 = ZIJQijSC]j
]:

ol §¢; représente un déplacement virtuel élémentaire selon (ou autour) la direction de 1’axe associé
ala vitesse w;. Ce déplacement virtuel a un sens, méme si fé w;dt n’a pas de sens physique. Il en résulte

que les:

ow, N
Quj = Td = Y Fgi-Jvij + My - Jaij
qj i=1

sont les forces généralisées associées a ces déplacement virtuels.

Appelons F,; et M,; le torseur résultant en G; des forces inertielles du corps C;. Pour calculer la
force généralisée Q,;, on applique la méme technique que pour les Qy; au moyen du travail virtuel 6W,
des forces d’inertie :

N
5Wa = ZFai : 5Gi+Mai' 64%1
i=1

1

D’ou: 5 N
W,
fl = ZlFai “Jvij +Myi - Jaij

Qaj — aq] .

Notons m; la masse de C;, et J; son tenseur d’inertie en G;, ¥; 1’accélération de G; relative a un
repere galiléen et h; le moment cinétique en G; de C; :

_d
Yi= F/OV"
h; = J; ()
Il vient :
Fu,=—my
J .
Mii = =g ;hi=—Ji (Qi) — Qi xh;

o1 Q; est la dérivée Q; relative au repére galiléen ou au repere lié & C; (ces deux dérivées sont égales).

Remarque : La présentation traditionnelle des équations de Kane n’utilise ni les déplacements
virtuels 8¢, 6G; et .97, ni les travaux virtuels 0W, des forces réelles et W, des forces d’inertie. Nous
proposons cette approche car elle permet de bien faire la liaison avec les équations de Lagrange et le
théoréme des travaux virtuels. Nous utilisons ces déplacements virtuels d¢;, 6G; et 0.7 et les travaux
virtuels W, et SW,, plutdt que de travailler directement en prenant les dérivées partielles par rapport aux
vitesses w; des puissances virtuelles calculées a partir des vitesses V; et £; car ces puissances peuvent
faire apparaitre des termes en w? pour lesquels il ne faudrait pas considérer le facteur 2 dans la dérivation
partielle par rapport a w;.

Exemple : Considérons le pendule elliptique d’Euler figure 2.2 traité en 2.2.10.
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On considere la vitesse généralisé w; = y mesurant la vitesse de translation du point C le long de j
et la vitesse généralisée w, = O mesurant la vitesse de rotation de CM autour de k.

Les vitesses des centres de masse s’écrivent :

Ve, =yj=wij

Vg, = ()H—aé cos G)j +a@ sin Ok = wyj+wy (acos 8+ asin OK)
Il en résulte les déplacements virtuels :

0G| =6q1j
8Gy = 8q1j+ 6q2 (acos 6+ asin Ok)

La seule force qui travaille est le poids myg = —mogk.

Le travail virtuel de m,g s’écrit :

oWy = —mpgk - 6G, = —mpgasinB8q,, d’ou:
041 =0et Qs = —mpgasinO

Les accélérations des centres de masse s’écrivent (par dérivation de Vg, et Vg,):
Y6, = Wij
Yo, = (W] +awycos O —aw% sin G)j—i-a (W2 sin O —i—w%cos 0) k

Le travail virtuel des forces inertielles s’écrit :
oWa = —miYG, - 5G1 —mye, 5G2, soit :
oWa=—mp6q; —my (wl +aw,cos 6 — aw% sin 9) (8q1 +acos 08q,) —mya® (w2 sin 6 +w§ cos 6) sinBd¢»
oWa=— ((ml + mz) w1 +mpa (Wz cos 6 — W% sin 9)) 56]1 —nmoa (Wl cos O —|—ClW2) 5q2

d’ou:

Qa1 = — (my +my) Wi — mpa (Wacos 0 — w3 sin 6)

Quz = —maa (W1 cos 0 + avn)
La Premiere équation de Kane Q.1 + Qg1 = 0 s’écrit :
(m1 +m2) w1 +moa (WzCOS 06— W% sin 9) =0

On retrouve la premiere équation de Lagrange.

La deuxieme équation de Kane Q,» + Q42 = 0 s’écrit :
wicosO +avy+gsinf =0

On retrouve la deuxieme équation de Lagrange.

Remarque : Dans le calcul des Q;, si on considére une puissance virtuelle P, a la place d’un travail
virtuel 0Wa, on a le terme (mzaw% sin 9) w1 ala place de (mzaw% sin 9) dq. Sa dérivation par rapport a
wy fournit une quantité supplémentaire fausse pour Q,» €gale a 2myaw;w; sin 8. C’est pour cette raison
que nous présentons le calcul des Q,; et Qg ; a partir de travaux virtuels, plutot qu’a partir des puissances
virtuelles.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0

- Page 51/87 ONERA






53

Chapitre 3

Modele dynamique d’un robot ‘“série”

On considere un robot composé de N corps C; ayant chacun un seul degré de liberté par rapport
au corps précédent C;_1. Le premier corps est lié au socle Cy. Les méthodes présentées dans ce chapitre
conduisent pour ce systéme a un modele minimal de 6 équations aux 6 inconnues, dérivées secondes des
6 parametres de configuration.

3.1 La structure du modele dynamique

Pour justifier la forme générale du modele, le plus simple est d’utiliser le formalisme de Lagrange
en considérant les coordonnées moteurs comme parametres de configuration. Les développement théo-
riques qui suivent, et particulierement la présentation des coefficients de Christoffel peuvent étre sautés
par les lecteurs qui ne sont intéressés que par les résultats ayant un intérét pratique.

Supposons que le robot possede N moteurs et notons 7 1’énergie cinétique du robot manipulateur.
C’est une forme quadratique des vitesses 7iz; des moteurs qui se met sous la forme :

N N
1 TA ] .y
T=;m A,m=; _Z]kzlajkmjmk
J=1k=

ol les éléments a ;. de la matrice d’inertie symétrique A, dépendent de la configuration : a j (m).

Remarque : Nous n’utilisons pas la convention de sommation d’Einstein, avec indices covariants
et contravariants et sommation implicite lorsque le méme indice apparait dans les deux positions, bien
qu’elle allege notablement les formules, afin que les lecteurs non accoutumés a cette convention puisent
lire plus facilement les développements qui suivent.

Notons V (m) le potentiel de toutes les forces dérivant d’un potentiel de position, a savoir les forces
de pesanteur, les forces des ressorts d’équilibrage, etc ...

3.1.1 Les équations de Lagrange

Si les N vitesses riz; sont indépendantes (systeme holondme), on peut écrire N équations de La-
grange :
d (0T aT  IW ) N
dt<<9m,> —a—mi:a—mipourzzlaN

Le membre de droite représente les forces généralisées inertielles qui travaillent quand seul m;
varie et le membre de gauche représente le travail des forces réelles quand seul m; varie. Les forces

réelles qui travaillent sont :
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— les forces généralisées dérivant du potentiel V (m): p; = — gn‘:
— les forces généralisées de frottement: — fy;;7i;; — Fs; (visqueux et sec, avec en général Fs; du

signe de ;)
— les forces généralisées motrices : Cp,;
Détaillons la structure du membre de gauche. Il vient :
aT N

1
— = aixhity + 5 )., aji;j
om; 2 g l J; S
d (0T N N
1 .. 1 .. 1 .. 1 ..
7\ 3 Zzzaikmk-FjZajimj+§Zaikmk+§Zaﬁmj
t mi k=1 j=1 k=1 j=1

Développons les dj et dj; sous la forme :

. N day ) N daj;
ik jgl &mjmj © aﬂ k§18mkmk
11 vient :
d (‘") z +1 T apinj+4 ¥ y 2 Yy
— [ =— ajn ain; 2K i i T
t \ dmn; 25T ST D 1119 7k }lklamkkj
Par ailleurs : 5 NN
r aj
-— =5 - mimy
aml jglkgla i I
D’ou:
d (0T oT N . daj | daj  day\ .
7 (8111,) o 2k§akmk+ 5 Zaﬂmj—i- ZJZIkZI <8mj + ame oam; 1L itk

Remplagons partout a; par a;; et k par j au niveau de la premiere somme. Il vient :

N .
% <8T> or =X aumk"‘; Z Z <8alk Oai aa}k) ity

&mi 8m, j=1 j=lk=1 am] 8mk 8m,

Notons b; ji les coefficients de Christoffel définis par :

day da;; Jda;
8mj 8mk am,‘
Il vient :
N .o N N . . . . N
_Zlai g+ .Zlkzlbi, jkmny + fyiiti; + Fsi — pi = Gy pouri =1 aN
j= j=lk=
Notons :

— Fy la matrice diagonale des coefficients de frottement visqueux fy;;,

— Fg le vecteur de forces généralisées de frottement sec de composantes Fg;,

— P, le vecteur des forces généralisées de pesanteur et des ressorts d’équilibrage de composantes
pi>

— B, (m, 1) le vecteur des forces généralisées centrifuges et Coriolis de composantes :

. N N . .
B;(m,m) = ZlkZ b jxrivjriy,
j=1k=1
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On a alors sous forme matricielle :
A,m+B, (mm)+Fym+Fs—P,=C, (3.1)
En statique, lorsque m = m = 0, on a B (m,m) = Fym = 0. Considérons que les frottements secs
sont également nuls. Il en résulte que :
P,+C,=0

Généralement des ressorts d’équilibrage contre-balancent les forces de pesanteur au voisinage des
configurations moyenne de travail. Dans ce voisinage P,,, ~ 0 — C,, ~ 0.

3.1.2 La puissance des forces centrifuge et Coriolis

Ce paragraphe ne sert qu’a démontrer la relation m’ B, (m,1h) = 2mTAmm utilisée en commande
sur un point théorique tres éloigné des réalités physiques.
La puissance des forces généralisées centrifuge et Coriolis s’écrit :
N N N
1. = m’B, (m,1) = _zl -Zlkzlbi’ I iy
i=1j=1k=

Soit en permutant les indices :

N N N o
M.=Y Y Y b jeririjriy

i—1j=1k=1
N NN
=Y Y Y bjmjnyn;
===
N N N
= Y X Y byjriyiim;
k=1i=1j=1
(NN N o
= §_Zl Zlkz (Bijk +bj i + brij) riviri jring
i=1j=1k=
D’ou
W NN N (da;; daj  day\ . . .
zzljzlkgl <3mk * om; * dm; I

Evaluons le terme IT, = 1’ A, :
(NN
I, =5 Z Z G jehin ity

m,mjmk
] lk=1i= 18m1

En effectuant, comme précédemment une permutation des indices on obtient :

I, =5

|
M
M
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D’ou la relation :
' B, (m,m) = 1’ A,m (3.2)

3.2 Modele complet par les théoremes généraux

Rappelons que le systéme mécanique est constitué par une chaine cinématique simple de N corps %;
simplement articulés entre eux, ) étant articulé par rapport au socle fixe 6p. Nous notons u’; le vecteur
unitaire sur I’axe d’articulation entre les corps %;_| et %; et g; la mesure algébrique de la translation le
long de %'; ou de la rotation autour de ;. Nous notons 7; et p; deux indicateurs tels que :

Ti+pi=1

— 1; = 1 si I’articulation est une translation le long de u; (p; = 0),

— pi = 1 sil’articulation est une rotation autour de u; (T; = 0).

A chaque corps %; (i =0 a N) est associé un repere %; fixe dans %;. Les origines O; des repéres %;
(i=12a N) sont choisies sur les axes d’articulation #’;. Dans le cas d’une translation nous notons O;
la position de O; dans %;_; qui correspond a ¢; = 0. Dans la configuration origine (tous les ¢; = 0), on
choisit I’orientation des bases %; (i = 1 a N) des repeéres Z; toutes paralleles a la base %,.

Données géométriques :

— 1= (O,-_lOf)l.f1 pour i =1 a N, les 3 composantes dans la base %; | des N vecteurs T,- =
_

Oi_10;, .

— d; = (0,G;); pouri=1aN, les 3 composantes dans la base %; des N vecteurs d ; = O,G;, ou
G; est le centre de masse du corps %;,

— ¢; = (O;E;); pouri=1aN, les 3 composantes dans la base %; de N vecteurs ei= Cﬁ, ou E;
est un point de réduction du torseur {?Em .7/) E,.} des efforts extérieurs donnés exercés sur le
corps %;, a I’exception des forces de pesanteur qui sont comptabilisées a part,

—u, = (ui)i_1 pour i =1aN, les 3 composantes dans la base %;_| des N vecteurs .

L’orientation de %; relativement a %; | est donnée par :
Ry v, = 14singii; + (1 —cos q)ii?

Remarque :

Généralement le vecteur colonne u; est un des trois vecteurs de base et la matrice R, y; se réduit a
une matrice des trois matrices élémentaires de rotation autour d’un vecteur de base.

Données inertielles :

— m; la masse du corps %},

— I; la matrice des 9 composantes dans la base %; du tenseur d’inertie .%; en G; du corps %;.

Motorisation :

On suppose que la motorisation des articulations est effectuée par des actionneurs possédant éven-
tuellement un systéme de transmission avec des axes entrée et sortie non alignés. Une translation peut
ainsi étre réalisée directement par un vérin linéaire ou par un moteur rotatif et une crémaillere, 1’axe
d’entrée (axe stator-rotor) étant différent de 1’axe de sortie (direction de la crémaillere). Une rotation
peut étre effectuée par un moteur rotatif avec un réducteur a renvoi d’angle.

Appelons 7 I’actionneur entrainant le corps %; par rapport au corps %;—1. On note :

— ; le rapport de réduction de la transmission de I’actionneur .7,

— &, le coefficient d’amortissement visqueux ramené sur 1’axe de sortie (&, = O£,~2 Ere; + Eus,) de

I’actionneur <7,

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0

- Page 56/87 ONERA



3.2 MODELE COMPLET PAR LES THEOREMES GENERAUX 57

— Q,, la force ou couple de frottement sec s’opposant au mouvement de 1’actionneur <7, ramené
sur I’axe de sortie (Qy;, = Otl-zQsei + Oyss,)s

— & les composantes dans %;_| du vecteur unitaire ?,- de I’axe rotor de 1’actionneur o7,

— Gy, la force ou le couple moteur de 1’actionneur .7

— Jm,; U'inertie autour de 1’axe de rotation € du rotor et de la pignonnerie d’entrée rigidement
liée au rotor de I’actionneur <7,

— 1, I'inertie du rotor et de la pignonnerie d’entrée autour d’un axe transversal (orthogonal a
€,

— I, les composantes dans %;_; du tenseur d’inertie .#,, du rotor et de la pignonnerie d’entrée
de I’actionneur <7 :

L, = Gy — im;) €& +im,1
= €€l — iy &

Dans le cas ou I’actionneur <7, posséde effectivement un systeéme de réduction, la masse m; du
corps %; comprend naturellement la masse de la pignonnerie (ou arbre de sortie) de 1’actionneur 7 et
la masse du carter de I’actionneur o7 qui sont des masses rigidement liées a %;, mais également la
masse du rotor et de la pignonnerie d’entrée de I’actionneur <7 ;. Cette masse n’est rigidement liée ni
a %;, ni a ;1. Nous I’affectons au corps %; (uniquement dans le cas ol ce corps intermédiaire existe
effectivement). G; est le centre de masse de cet ensemble. On note .#; est le tenseur d’inertie de cet
ensemble (dont tous les éléments ne tournent pas a la méme vitesse) et fi/ le tenseur d’inertie réduit qui
ne comporte pas les inerties des parties non rigidement liées au corps %;. Il vient :

Fi= 5]+ 7,

i+1

Dans le cas ol I’actionneur 27| ne posseéde pas de systeme de réduction (cas de vérins linéaires
a effet direct ou de moteur rotatif a entrainement direct) .#,,,, n’existe pas. La masse du rotor (ou du
piston du vérin) de 7 est rigidement 1i€ au corps %;. . Elle est naturellement affectée au corps €+ 1.
Dans les équation on fera tout simplement :

— iy =1
— €,y1 ignoré (en fait identique a ;4 1), Ly,,, =0
_ fi/ — 7.

3.2.1 Algorithme de Newton-Euler

L application des théorémes généraux a ce probleme, sous forme d’équations récurrentes, est connu
sous le nom d’algorithme de Newton-Euler [2]. Nous I’avons adapté pour prendre en compte le systeme
de transmission de la motorisation.

Les équations différentielles du mouvement du mécanisme peuvent €tre mises sous la forme :

_9Via) Wz (q)
aq aq

A(qQ)d+5(q,9,1) = +Q4

ou q (g; pour i =1 a N) q et { représente le vecteur configuration du mécanisme et ses dérivées,
ol A(q) est appelé la matrice d’énergie cinétique du systéme, out S(q,q, ) regroupe les termes inertiels
de type centrifuge et Coriolis, oul V (q) représente le potentiel de pesanteur, ou SW (q) représente le
travail d’autres forces réelles extérieures données et ou Q4 représente les forces généralisées articulaires
motrices produites par les actionneurs. Posons :

N Rl dV(q) 6We(q)
SA(qvq7t)_S(qqut)+ aq - aq
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11 vient :

A(qQ)4+S,(q,4q,t

)=Qu

L’algorithme suivant [3] permet de calculer les forces généralisées articulaires motrices Q4 a partir de

la donnée de q, § et §.
Notons :

d .
= % 0,0; vitesse absolue de O;,
dl‘/o

d .
=i, 0,G; vitesse absolue de G;,
o

ol =l =

?1,- la force inertielle du corps ¢,

!

autres que la pesanteur.

Formules de récurrence

Calcul des forces et moments inertiels :

-
Q; le vecteur vitesse instantanée de rotation de %;

par rapport a %, (supposé galiléen),

m; 1e vecteur vitesse instantanée de rotation du rotor de .o7; par rapport a %,

—
A 4, le moment dynamique inertiel du rotor de I’actionneur .<7; en son centre de gravité,
A ., le moment dynamique inertiel en G; du corps ¢;, sans le rotor de I’actionneur .27 1,

- —
F i, # ;le torseur exercé en O; sur le corps ¢; par le corps 6.

H —) » 7z 7z
F g, M, le torseur exercé en O; sur le corps 4; par les forces extérieures réelles données

Une récurrence avant permet de calculer les positions, vitesses, accélérations et forces et moments
inertiels au niveau de chaque corps. Cette récurrence est initialisée par :

-

— —
W,=Q,=W,

Pouri=1aN, on calcule:

- =
hi=li+7qiu;

— —

Q= O, + i €;

= = . —

Qi:QH piqi U ;

— — — - (a)

Wi:Wi71+Qi,1X }»H-thbut

— - = =

V,':Wi+ .Q.iX d,‘

- - —

Q= Qiq + ¢ <CI1?1+ql i X ?l>

Qi=Q,  +p (Qi witqi€d, | X ”i>

Wi=W,1+Q, xA;+Q, X (QH X 7L,-> + 1 (qiu,‘—i—ZquH X ui>
Vim Wit Qix di+ Qix (Qix d))

— -

F][:—mivi

— - — —
%ai:_{fmi(gtn;)"'gmixcﬁmi(Qm,)}

7 (B) 5 ()

Calcul des torseurs de réaction :

—

»
.

e
_1Sdg
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3.2 MODELE COMPLET PAR LES THEOREMES GENERAUX 59

Une récurrence arriere permet de calculer les torseurs de réaction en appliquant les théorémes
généraux de la mécanique. Cette récurrence est initialisée par :

— — — —

Fyua=AMN1=May,, = 0

aN+1

Pouri =N a1l on calcule:

— — — - =
Fi:Fi+l_(F1,-+mig +FE,-)
— —

— — — — — —
///iz///m—///a—?iX?Ei— d;x <?Ii+mi?>+ AipixX Figg—Mey— M

aj+1
— —\ —
O, = (TiFi+Pi///i> U — M g €

La premiere équation traduit 1’équilibre de toutes les forces (y compris inertielles) appliquées au
corps €; (qui inclut la pignonnerie d’entrée de 1’actionneur o7 ).

La deuxieme équation traduit I’équilibre des moments dynamiques en O; de tous les moments
dynamiques appliqués (y compris inertiels) appliqués a ce méme corps. Les forces et moments internes
entre stator et rotor de I’actionneur .27/, | n’interviennent donc pas.

%
mg

FIGURE 3.1 — Forces externes réelles appliquées au corps %;

La derniere équation évalue les N termes A(q){ + S, (q, q,7) qui d’apres les équations de Lagrange
valent Q4. Si on écrit la théoreme des travaux virtuels dans le déplacement d¢; au systéme constitué par
la pignonnerie d’entrée du moteur 7%, on a:

Cmiaiﬁq,- — év,.q,ﬁqi — Qsi51gne(q,')5q,~ —I—//ai - € iOl,'SC],' — (TiF i +Pi//i) s u ,~5q,~ =0 (33)
La force généralisée disponible pour le corps %; est ainsi :

—

N
(Ti?i + Pi«///i> U= G, 0 — E,4i — Oy signe(q) + M g, - € i

L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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60 3. MODELE DYNAMIQUE D’UN ROBOT “SERIE”

—
On ne peut donc la calculer directement en fonction des q et § puisque les .#,, comportent des
termes en . On note Oy, la partie qui n’est fonction que des q et q :

QA,' = aicﬂ’h’ - (‘St’ﬂi + QS,‘ Signe(Qi)) (34)

afin de disposer d’un second membre calculable (non fonction de ¢) dans les équations de Lagrange. Il
résulte de I’équation précédente que 1’on a également :

— — —
Oq, = <TiFi+Pi///i) '71'—051'///@‘?1'0‘1'

qui est la troisieme équation de la récurrence arriere.
Résultat :

A T’issu de ces deux étapes, on dispose des N composantes des forces généralisées Q4. qu’il faut
appliquer aux articulations pour obtenir le mouvement défini par q, q et §.

QA = 0a (‘Lfly q)

Organisation des calculs

Initialisation :

Pouri=12aN, on calcule:

A =L+ Tigi;
Si = T14+piRy, v,

Q= Q+ 0;q;€; (il s’agit de (,);_;)
Q= Q4 o (Gig +¢iQ x &) (il s"agit de (Qu,), )
W =ST{W+Q x A + tigu; } (il s’agit de (W;),)
W=S8T {W+Qx4+Qx(QxA)+7(Gu+2¢:Qxu)} (il sagitde (W),
Q=87 {Q +pi (Gw; + ¢ x u,-)} (il s’agit de (Qi)i)
Q=87 {Q+pigw;} (il s’agit de (Q;),)
V=W+Qxd; (il s’agit de (V;),)
V=W+Qxd+Qx(Qxd;) (ilsagitde (V;))
g=Slg
F,=m(V—g) (il sagitde — (?,,. n m?) )

i

M, =— {Iml-Qm +Q,, X (Iml.Qm)} (projeté dans %; 1)
M, =—{l/@+0x (@)}  (projeté dans #)

— — . L. «
Fg, = (F E,-) et Mg, = (M Ei) _si des torseurs extérieurs sont a prendre en compte.
1 1
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3.2 MODELE COMPLET PAR LES THEOREMES GENERAUX 61

Initialisation :

Pouri=N a1 on calcule:
M-=S; (M+d,- X Fy, +Aiy1 xF—Mg, —e; xFg, — M, —Mam) (il s’agit de (#;);_ )
F=S,F+F, —Fg) (il s’agit de (F;); ;)
Os, = (ZF+pM) -u; — My, - &

Remarque : Les termes non définis qui apparaissent dans ces équations (tels que Ay.1, M

ani1s )
doivent étre pris nuls.

3.2.2 Algorithme de Mampey

Cet algorithme [3] permet de calculer les termes de la matrice d’énergie cinétique par une récur-
rence arriere. Nous 1’avons adapté pour prendre en compte le systeme de transmission de la motorisation.

Formules de récurrence
Notons #; 1’énergie cinétique du corps %; (qui inclut la pignonnerie d’entrée de I’actionneur .27, 1) :
.= = 1= /(= = —
= jmivi Vi + QQi : =ﬂ, (-Q-z) + meH—l : tﬁm,- (Qmi+l>
et notons :
I = Z?]:kti
I’énergie cinétique de la chaine cinématique qui va du corps %; au corps €y.
Posons la structure suivante pour 7y :
e — — — — — —
2T =MW - Wi+ Qi 7k (Qk) +2Wy- (pk X .Qk)
= N . = J—
+2Q- <Zi:k+1%’ h ki) +2Wi (B 14 7 ki)
N N .
+ Lk 1 X k4190404 j
ol les a;; sont les éléments de la matrice d’énergie cinétique.

En exprimant que T;_; = ;1 + T, et en utilisant les formules de récurrence (a) on obtient les
formules de récurrence suivantes :

My = My +my_y
_ -  \T
J1 = I+ I —madi_ ) — MAE + Mpr+ (/lkpk)
— —

D1 =TPr—m1d 1 —Mg Ay
— — —
hi—1,= akjmk?k+fk (M/JL k— 71() X U+ Px (/k(7k) + A x (Prx 7k))
Trotg = GM U+ PP e X Uk
Ak = OF jm, + UM+ i W - i (Wx)

— — — N

hig1i=h+ Aex T

-

— . N
Fk—1i= Tk pouri=k+1aN
- — —
ayi = (thki-i-fkl’ki)' 7
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62 3. MODELE DYNAMIQUE D’UN ROBOT “SERIE”

Organisation des calculs

Calcul préliminaire de constantes :

Les éléments suivants, indépendants des g; sont calculés pourk=1aN:
M, = Z?/:kmi
Ck =I;— mka]%

ainsi que :
ann = twMy + pyukCyuy

Calcul des variables géométriques :

Les éléments suivants, dépendants des g; sont calculés pour k=2 a N:
e = L+ Teqru
Sk = Tl+piRg, v,

Sin’est pas calculée car I’énergie cinétique est indépendante de ¢ .

Calcul des termes ¢;; par récurrence arriere

Initialisation :
p=—mydy
J=Cy

Récurrence arriere de k =N — 1 a 1 (base de projection %) :

P =Si+1P
J=Si1ISi,
I = Tp 1My 1 kg1 + Prr1P X Upp g (il s’agit de (7 g+1),)

h = 041 jm ) €1+ Tert (M1 A1 — P) X W+ Prget (JUigr + Agyq X 1) (il s’agit de <Z)k,k+l)k)
a1 = 0f (Tr+peh) et agpr g = ag g

J=J+C —Mk+11k2+1 + AP+ <1k+1ﬁ>T (il s’agit de (_#i),)

A = O jm, + TeMi + prul Juy

p =P —mydy — M1 Ay (cest (P'r)y)

Récurrence arriere (sauf pour k = 1) de i =k —1 a 1 (base de projection %;) :
r=S.r  (ilsagitde (7xt1),)

h=S;,/h— ki+l Xr (il s’agit de (71'7](_;'_1) )

l

_ T _
aijr1 = (Tr+pih) et agp1 i = a; gy
Fin récurrence arrieredei = k—1a 1.

Fin récurrence arriecrede k=N —1a 1.

— Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
|§ 20 Page 62/87 ONERA
—_

THE FRENCH AEROSPACE LAB



3.2 MODELE COMPLET PAR LES THEOREMES GENERAUX 63

3.2.3 Modeéele de simulation

Pour simuler le comportement du mécanisme, il faut pouvoir calculer le vecteur ¢ a partir de la
donnée q, § et des forces et couples donnés. Dans la forme générale des équations différentielles du
mouvement A(q){ +S4(q,4,7) = Qa, on tire:

i=[A(q)] ' {Q—Sa(q,q,1)}

Par intégration de ¢ on obtient q (et q par une nouvelle intégration) ce qui permet de propager le
mouvement.

L algorithme de Mampey permet de calculer A(q) et les relations 3.4 permettent de calculer Q4.
L’algorithme de Newton-Euler permet de calculer Q4 (q,q,q) = A(q){§+S4(q,q,?), soitavec =0

SA(quqat) =0a <q7q70)
D’ou:
i =[A(q)] "' {Qa—0a(q,4,0)}

Si on désire calculer les forces et couples de réactions aux liaisons entre corps, on exécute a nou-
veau 1’algorithme de Newton-Euler avec le vecteur { trouvé (il y a intérét a organiser les calculs de
maniere a réutiliser les éléments indépendants de ¢ qui ont été calculés dans Q4 (q,q,0).
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65

Chapitre 4

Modéle dynamique d’un systeme
multi-corps

4.1 Introduction

Nous présentons dans cette section un algorithme de modélisation de la dynamique d’un systeme
multi-corps basé sur le principe des travaux virtuels ! généralisés.

Le qualificatif généralisé est utilisé car contrairement a son utilisation classique ol le principe
permet d’obtenir une équation unique limitée a un sous-systeme en éliminant les forces internes in-
connues (car elles ne travaillent pas), nous 1’utilisons ici pour obtenir le systéme complet d’équations
différentielles d’un systeme composé de N corps C; ayant des liaisons diverses entre eux. Le passage de
I’équation scalaire unique fournie par les travaux virtuels au systeéme complet d’équations différentielles
est réalisé, comme dans le cas des équations de Lagrange (également issue des travaux virtuels), en in-
troduisant des multiplicateurs. Comparativement a I’utilisation classique de la méthode de Lagrange ,
I’approche utilisée est relativement lourde, puisqu’elle n’utilise pas les liaisons cinématiques entre les
corps pour réduire le nombre de parametres de configurations (6/V). Par contre elle présente 1’avantage
de permettre le calcul de toutes les composantes des forces internes.

4.2 Les parametres de configuration et leurs dérivées

L’environnement du systeme est représenté par un corps unique Cp auquel est associé un repere de
référence galiléen %y = {0, %} d’origine un point O et de base orthonormée directe %y = {70, fo,%o}-

A chaque corps C; du systeme mécanique est associé un repére #; = {G;, %;} d’origine le centre
de gravité G; du corps C; et de base (orthonormée directe) %; = {Z, fi,%l}.

S’il existe des liaisons avec des éléments extérieurs au systéme, qui sont animés d’un mouvement
donné, on représentera ces éléments par des corps Cy avec k > N.

Les éléments intervenant dans les relations de la mécanique sont présentés sous forme vectorielle
intrinseque. Au moment de faire des calculs, il faut faire intervenir des valeurs numériques. Ce sont, les

1. Certains mécaniciens préferent I’approche puissances virtuelles a 1I’approche travaux virtuels. Les deux approches sont
strictement équivalentes. La ol les travaux virtuels font intervenir le produit scalaire F - 5—1\)/[ de la force F par le déplacement
virtuel (3—1\)4 de son point d’application M, les puissances virtuelles font intervenir le produit scalaire F- VT} de 1a force F
par la vitesse virtuelleVy; du point M. La différence est essentiellement terminologique. Les puissances virtuelles sont plus
pratiques au niveau des rotations car elles évitent I’introduction des micro-rotations virtuelles, mais le poids de 1’habitude nous
a influencé dans notre choix.
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66 4. MODELE DYNAMIQUE D’UN SYSTEME MULTI-CORPS

composantes de ces éléments dans une base ou dans une autre. Le choix de la base de projection étant
arbitraire, il est retardé le plus possible.

Les composantes d’un vecteur T ou opérateur .7 dans une base % seront respectivement notées
(T") et (.7),. La notation <T>k représente la colonne des 3 composantes du vecteur 7' dans une base
k
Jj. et la notation (.7), représente la matrice carrée des 9 composantes de 1’opérateur .7 dans une base

P La plupart du temps nous simplifions la notation (T)k en (T),.

4.2.1 Les parametres de position, vitesse et accélération

Le repere %; est situé relativement au rapport au repere % de référence par sa position représentée

par le vecteur :
- ’
ri = OGl

et par son attitude notée <% qui sera représentée dans ce qui suit par 1’opérateur rotation Z; qui trans-
forme %, en %;:

i = o 70)
B = Koi(Bo) c-a-d. ¢ ji= i (Jo
ki = Zo: (ko
Notons :
L d
Vi = ?/Oi’i
la vitesse de translation de G; relativement a %, et
. d
Y= ?%Or i

I’accélération de translation de G; relativement a %.

4.2.2 Les parameétres d’attitude et vitesse de rotation

Pour noter I’attitude de la base %; relativement a la base %, nous utiliserons la notation &Z Cette
notation représente 3 parametres d’attitude virtuels ou fictifs dont les dérivées sont égales a la vitesse
de rotation. Les parametres effectivement utilisés pour représenter les attitudes sont soit la matrice de
passage :

Si = Coi = (%0i)y = (%0i);

qui fait intervenir 9 parametres liés par 6 conditions, soit le quaternion unitaire Q; associé a cette matrice,
qui fait intervenir 4 parametres liés par une condition.

ATTENTION: Le sens de S; est tel que :
(T)g=Si(T); et (7)y=Si(7);S!

Nous notons fli la vitesse de rotation de %; relativement & %, et Q; le tenseur antisymétrique
associé. On a:

A

| &

Ag-dgaig

d d
dl/o dt/,-

L

t
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4.2 LES PARAMETRES DE CONFIGURATION ET LEURS DERIVEES 67

et:
d ~
——%oi = Qi 0 Ko
dt /0
Remarque : Comme déja signalé, nous essayons de conserver le plus longtemps possible les équa-

tions sous forme vectorielle pure (avec des vecteurs et des opérateurs et non pas sous forme matricielle
avec des composantes de vecteur ou d’opérateurs). Dans la relation ci-dessus, le symbole o représente la
composition des opérateurs. Lorque les composantes de tous les opérateurs qui interviennent dans cette
expression sont exprimées dans la méme base (quelle qu’elle soit), cette expression se traduit par la mul-
tiplication des matrices dans le méme ordre, mais lorsque les composantes ne sont pas toutes exprimées
dans la méme base, il est fréquent que 1’ordre des opérandes soit inversé (cf. les expressions suivantes) :

d 3 .
<dt/0%0i>0 = () (Z0i)o = (i), Si

(dil/o%o’)i = (), (Zoi); = (), Si

d’ou:

Les expressions de la deuxieme ligne sont inhabituelles et tres peu utilisées. Alors que les compo-
santes dans A et %; de Zo; sont égales, ce n’est plus le cas des composantes de leurs dérivées d%/g%’g,-.

Généralement on n’exprime ces composantes que dans .

Bien que 7 ne représente rien de précis, nous donnons a d.o7 le sens précis suivant :
dof; = Qdt

c’est-a-dire le vecteur micro-rotation élémentaire de %; relativement a %,. Nous 1’utilisons pour expri-
mer le travail élémentaire d’un moment dynamique M appliqué au corps C;: dw = M - d.of;. 1l eut peut
étre été plus simple de considérer la puissance virtuelle p = M - Q.

4.2.3 Les contraintes cinématiques

Les liaisons cinématiques entre les corps imposent des contraintes entre les parametres de configu-
ration. Nous les appelons indifféremment contraintes géométriques, liaisons mécaniques ou liaisons ci-
nématiques. Elles sont traitées dans cette modélisation comme des conditions de liaison non-holondme,
car nous ne les utiliserons pas pour éliminer des parametres de configuration.
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68 4. MODELE DYNAMIQUE D’UN SYSTEME MULTI-CORPS

Les parametres cinématiques

Pour exprimer ces liaisons, on fait souvent intervenir des point particuliers des corps. Un point P;
—
appartenant au corps C; est repéré dans le repere local Z#; de ce corps par le vecteur G;P; noté p; :

o —
pi = G;P;
Vectoriellement, on a:
d . =
b= Q; X p;
t /0

soit en composantes :

(=) == (0o () = = (552 % (@), = =5:(p) x (29
/0 /o

d
(df/opi)i =—(pi); % (&),

Les parameétres dynamiques

Une liaison entre deux corps C; et C; fait intervenir un torseur de liaison < f , ﬁ) en un certain point
de contact P entre les deux corps. j? est la force appliquée par C; a C; en P et 7i est le moment dynamique
appliqué par C; a C;. Le corps C; applique a C; le torseur opposé <—f, —ﬁ).

Supposons que cette liaison soit par exemple une liaison pivot (ou rotoide) d’axe d. Alors f est une
force interne dont les 3 composantes inconnues ne travaillent pas car le travail total de f et —f est nul
étant donné que P; =P; =P :

dw=J-6Pi+(~F) - 8p; = (f~7)-8P=0

Il en est de méme des deux composantes de # dans le plan orthogonal a d. Mais la composante
c=ii-dden surd travaille dans le déplacement d’angle 66 de rotation virtuelle de C; par rapport a
C;. En effet si on considere le travail de 1’action 7 et de la réaction —7#, on a:

ow=cO+(—c)(0+06)=—co6

La mise en équation du systéme peut donc ignorer les 5 composantes inconnues qui ne travaillent

pas, mais nécessite la donnée de la composante ¢ qui travaille.

D’une manicre générale, en appelant forces généralisées les composantes des forces et des mo-

ments, on distingue :

— les forces généralisées inertielles: qui prennent leur origine dans le mouvement des corps.
Elles proviennent de la dérivation des quantités cinétiques. Ce sont les composantes des termes
m;; et %/szi (voir sections suivantes).

— les forces généralisées réelles : les composantes des toutes les autres forces et moments, d’ori-
gine diverses (gravité, magnétique, électrostatique, contact, viscosité, etc...). Parmi les forces
réelles, on distingue deux sous-groupe :

— les forces généralisées réelles internes inconnues, composantes de forces ou moments de
liaisons qui ne travaillent pas,

— les forces généralisées réelles données, internes ou externes. Elles sont dites données car
connaissant les parametres de configuration et leurs dérivées premieres, il existe des modeles
qui permettent de les calculer.
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A titre d’exemple, pour les forces généralisées réelles données, citons :

— les forces de pesanteur et les forces de rappel des ressorts qui sont calculées en fonction partir
des parametres de configuration,

— les forces de frottement visqueux ou sec qui sont calculées en fonction des vitesses de configu-
ration,

— les forces aérodynamiques qui sont calculées en fonction partir des parametres et des vitesses
de configuration,

— ...etc.

Dans ce qui suit nous nous intéressons aux forces généralisées vectorielles associées aux sous-
vecteurs de configuration 7; et <7;. Nous définissons ces forces généralisées vectorielles a partir du travail
virtuel des forces réelles, en faisant apparaitre les facteurs f; et #; des vecteurs 7; et o7 dans I’expression
de ce travail virtuel :

N -
Sw=Y ((ﬁ-aa)+ (ﬁ,..aﬂ,.))
i=1
Généralement, les modeles décrivant les organes mécaniques fournissent un effort scalaire en fonction
d’une variation de distance ou d’angle. Montrons dans ces deux cas comment en déduire les forces

généralisées vectorielles associées.

Effort lié a une variation de distance C’est le cas de I’effort produit par un moteur (vérin), un ressort
ou un amortisseur lin€aires liant le point P; de C; a P; de C;.

Notons :
- —
dij = PiP;
. —
pi = GiP;
= —_—
pj=GjP;

Au déplacement relatif d; ; de P; par rapport a P; est associ€ a une force d’intensité ¢ (l , [), coli-
néaire 2 d j» appliquée a C; et son opposée appliquée a C;. Les parametres [ et [ sont obtenus par:

S o 1>
= \/d,‘j'd,’j etﬁ,-j: jd,'j

.1 d - d -
l=—dij-——d;j = tjj- ——d;;
90 g M G,

et en dérivant :

Le travail virtuel de cette paire action-réaction s’écrit :
— —
5W = (Pﬁij . 5Pi — (I)l_i,'j . 6Pj
= Oy~ (87— ix 8.04) — 9s; - (87 — f;x 8.))
= (Pﬁij . ( 7,'— 5?1 —ﬁiXSJZ{i+ﬁjX6JZ{j)
= ilij- (87i — 87)) + (9P xidij) - 6. — (9P xldij) - 6.7

Il en résulte les forces généralisées suivantes :

-

Ji= Qi

1 = @ pi XU
fi=—oii;
Hj=—p;xuij

qui sont tout simplement la force elle-méme et le moment en O; et O; de cette force.

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0

- Page 69/87 ONERA



70 4. MODELE DYNAMIQUE D’UN SYSTEME MULTI-CORPS

Effort lié a une variation angulaire C’est le cas de I’effort produit par un moteur, un ressort ou
un amortisseur rotatifs associés a un axe de rotation d; de C; parallele et de méme sens que d; de C;. A
I’angle de rotation 6 de C; par rapport a C; autour de cet axe commun est associé a un couple ¢ colinéaire
ad; d’intensité ¢ (9, 9) appliquée a C; et son opposée appliquée a C;. Pour évaluer 6 on utilise les reperes

orthonormés {Zi,-, B,-, Z",-} lié a C; et{c‘i i b i, C j} lié a C; paralleles entre eux quand 6 = 0. Les expressions
de cos 9, sin 6, 6 et O sont donnés section 4.5.2.

Dans le déplacement virtuel 86 le travail virtuel de la paire action-réaction s’écrit :
oW = —co6
= —cd;- (&Q/} - agz)

Il en résulte les forces généralisées suivantes :

fi=0
ﬁ,-:cc‘ii
fi=0
ﬁj:—cc_i,-

oll 7i; et 7i; sont tout simplement les projections sur @; du couple d’action-réaction.

4.3 Le modele dynamique

Le mouvement des corps est contraint par les lois de la mécanique. Notons m; la masse du corps
C;, Z; son tenseur d’inertie en G; et

ﬁi =9 (éz)
son moment cinétique par rapport a G;. Il vient :
d - d - + -
—hi=—hi+Q;xh
dijy ' diy; AR

Notons ]?, la résultante des forces données appliquées a C; et #; le moment résultant en G; des
efforts donnés appliqués a C;. La loi des travaux virtuels permet d’écrire :

v, (ﬁ - m,-?,-) SHYY (ﬁi s (%Q,) — 3, x hi> 8 =0 @.1)
ol les vecteurs 07; sont les vecteurs de déplacement virtuel des points G; relativement au point O et ou
les vecteurs .47 sont les vecteur de micro-rotation virtuels des B; par rapport a la base By.

Rappelons que les efforts donnés incluent tous les efforts qui travaillent dans les mouvements
contraints et en particulier :

— Les forces a distance (gravité, forces éléctriques, magnétiques, ...). Nous ne détaillerons par
leur expression. C’est généralement une expression classique, fonction de la position et éven-
tuellement de la vitesse des corps et d’une de ses caractéristiques physiques (masse, capacité,
).

— Les forces de pression (poussée d’ Archimede, forces aérodynamiques, ...). Nous ne détaillerons
par leur expression qui est souvent complexe et du domaine des spécialistes de la discipline
concernée (mécanique du vol ou autre).
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4.4 MISE EN OEUVRE DU MODELE 71

— Les efforts internes qui travaillent par suite du déplacement relatif des deux corps (effort produit
par un actionneur, un ressort, un amortisseut, ...). Nous avons détaillé en 4.2.3 comment évaluer
ces efforts.

Il est inutile d’inclure les efforts inconnus qui maintiennent les liaisons non dissipatives car ceux-ci

ne travaillent pas.

4.4 Mise en oeuvre du modele

La mise en oeuvre du modele du systeéme nécessite de considérer les composantes des vecteurs.
Parmi toutes les combinaisons possibles d’expression de ces composantes, celle qui est le plus couram-
ment utilisée consiste a exprimer tout ce qui a trait aux translations dans la base By et tout ce qui a trait
aux rotations dans les bases B; concernées.

Notons :

— fle vecteur qui concatene les composantes dans By des N vecteurs fi

— m la matrice diagonale 3N x 3N réalisée avec les N masses m;,

— ¥ le vecteur qui concaténe les composantes dans By des N vecteurs 7;,

— Or le vecteur qui concaténe les composantes dans By des N vecteurs 07,

— n le vecteur qui concaténe les composantes dans B; des N vecteurs 7;,

— I'la matrice bloc-diagonale 3N x 3N réalisée avec les N matrices composantes des .#; dans B;,
— Q le vecteur qui concaténe les composantes dans B; des N vecteurs o

— s le vecteur qui concaténe les composantes dans B; des N vecteurs Q; x h,,

— OA le vecteur qui concaténe les composantes dans B; des N vecteurs 6 .

le vecteur q = r

4.4.1 Les liaisons non-holonomes

Les liaisons cinématiques introduisent p équations indépendantes? entre les 6N composantes des

parametres de configuration 7|, 7s, ..., n, &, %, ..., <y qui sont globalement notées :
G(71,?2,...,7N,m,%,...,%):0 4.2)

Il en résulte que le systeme n’a que :
n=6N—p

degrés de liberté effectifs.

La différentiation de 1’ensemble de ces contraintes notées :
G(r,A)=G(q)=0

impose la relation :

8G 8G 8G
oll on a posé:
G G
J=[J I ]avechZg,JA:a—A

2. Les équations de liaisons redondantes sont a éliminer dans G. Le nombre nombre p de liaisons indépendantes est le
rang de la jacobienne de G.

L@ Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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72 4. MODELE DYNAMIQUE D’UN SYSTEME MULTI-CORPS

Remarque : Les matrices J4 et J sont des pseudo-jacobiennes de G, car en fait A n’est pas défini. Ceci
n’a aucune importance car d’une part les coefficients de ces matrices sont obtenus directement a partir
des relations cinématiques (entre les vitesses) et d’autre part les relations G ne sont pas explicitement
utilisées, seule I’expression de J est nécessaire.

Le vecteur V est non nul que s’il existe des contraintes avec des mouvements explicitement imposés
en fonction du temps. Mais a temps constant (8¢ = 0, cas des travaux virtuels), la relation précédente se
simplifie en:

Joq=0

ce qui signifie que le vecteur §q des déplacements virtuels élémentaires est assujetti a étre orthogonal a
toutes les lignes de la matrice J.

4.4.2 Le systeme différentiel matriciel
La projection de la loi des travaux virtuels (4.1) s’écrit matriciellement :
(f—mi)” &r+ (n—IQ—s)TﬁA =0

or

f— mi
mr ) est orthogonal au vecteur 6q = ( SA ) Or 6q est

Elle signifie que le vecteur ( n—IO —s

f — mi
n—IQ—s
ces p lignes. Notons —A le vecteur (multiplicateurs de Lagrange) des composantes de cette combinaison.

Il vient : ;
f —mi T J:
(alids ) =v2==( 3 )2

T P
0 I J, A n—s

systéme 6N équations a 6N + p inconnues ¥, Q et A.

orthogonal aux p lignes de J. Il en résulte que le vecteur ( > doit étre une combinaison de

Soit :

La dérivation des contraintes s’écrit également :
Jr+J4Q=V
Une nouvelle dérivation conduit a :
Ji+JaQ=TavecT =V —Ji+JaQ

D’ou le systeme différentiel complet de 6N + p équations a 6N + p inconnues :

m 0 J7 i f
0 1 JI Q |=| n-s
Jr JA 0 7L F

4.4.3 Résolution du systeme différentiel

() - (8) (L)
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4.4 MISE EN OEUVRE DU MODELE 73

Le systeme différentiel complet se réduit a:

M J’ w\ [(F
J 0 A ) \T
De la premiere équation, on tire :
w=M"'(F-J'2) (4.3)

qui reporté dans la deuxieme donne :

IMT(F-372) =T (M~ ) & = (M 'F-T)

(M) 2= (M 'F-T)

. N o “ 1 s . 14T
Pour résoudre ce systeme symétrique on procede a une factorisation UDU de (JM ly ) . La
résolution fournit A qui reporté dans (4.3) fournit w.

L’intégration de w fournit w qui doit respecter Jw = v.

4.4.4 Corrections pour respect des contraintes

L’erreur:
y=v—Jw

due a I’intégration peut étre corrigée en ajoutant Aw a w tel que J (W+Aw) = v. Ce systéme étant sous-
déterminé, on choisit la solution qui minimise %AWTMAW, soit:

Aw=M""J7 (JM‘IJT) ey

Le calcul de Aw se fait se fait en utilisant la factorisation UDU précédente.

L’intégration de w (apres conversion de Q en dérivée des parametres d’attitude) fournit la configu-
ration A du systéme qui doit vérifier G(r,A) = 0. Lerreur due a la dérive peut étre corrigée au moyen
d’une variation Aq telle que G(r,A) +JAq = 0. La méme résolution que ci-dessus conduit a:

-1
Aq=-MJ7 (JM‘IJT) G(r,A) (4.4)

4.4.5 Cas particulier de I’intégration de ’attitude

Pour “intégrer” les Q; il est intéressant d’utiliser le quaternion d’attitude Q; dont la dérivée est
donnée par:

Qi =50+ Qi

ou x représente la multiplication des quaternions et €2; est le quaternion pur < ) avec @; vecteur

;
des composantes de Q; dans ;. Si on note s; et v; les parties scalaires et pures de Q; la multiplication
s’écrit :

. 1,7

Vi= % (sivi+ Vi)
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74 4. MODELE DYNAMIQUE D’UN SYSTEME MULTI-CORPS

L’intégration de Q; entre ¢ et ¢ + At peut étre effectué par la méme méthode que pour les autres
variables (méthode d’Euler, de Runge-Kautta, etc...). Toutefois, nous préconisons I’intégration multipli-
cative suivante :

On estime le vecteur de micro-rotation de 4; entre ¢ et t + At par :
Adl, = Lo (1) + o (t+Ar)] At 4.5)
que I’on peut améliorer par la correction d’Edward :
A" = Ao+ {50, X Ad,;

oll A7 est la valeur calculée par (4.5) a la période d’intégration précédente. A partir de AoZ,“" (ou de
AgZ; si on ne fait pas la correction d’Edward) on construit le quaternion de rotation :

Bi
mo () ) e [ B=lae
| (b ) = g

D’ou:
Q,‘(Z‘—I—Al‘) = Q,’(l‘)*n,’

Correction de ’attitude

Pour forcer le respect des contraintes géométriques, on utilisera pour corriger 1’attitude <7, la
méme méthode (multiplicative) que pour son intégration avec la quantité A< qui figure dans le vecteur
de correction Aq calculé par (4.4).

4.5 Modélisation détaillée des contraintes cinématiques

Nous détaillons dans cette partie la modélisation des contraintes cinématiques entre deux corps.
Plus précisément la maniére d’obtenir les lignes de G(r,A) = 0, les jacobiennes de ces lignes et leurs
dérivées. Ce sont ces dernieres qui interviennent dans le systeme différentiel matriciel présenté en section
4.42.

La présentation se limite a la forme vectorielle intrinseque de ces équations. Pour obtenir la forme
matricielle il faut les projeter en essayant de minimiser le nombre de changements de base nécessaires a
leur expression. Nous proposerons une approche possible section suivante.

Nous présentons également 1’ interprétation physique des multiplicateurs de Lagrange A associés a
ces contraintes. Ce sont simplement les composantes de la force ou du moment qui maintien la liaison
sur les directions de base utilisées pour exprimer ces contraintes.

Cette modélisation s’appuie sur 4 contraintes géométriques de base qui sont :

— La liaison rotule notée (? (P;,P;) qui exprime que P; € C; et P; € C; sont assujettis a &tre
coincidents,

— Laliaison distance notée G (P;,P;,d) qui exprime que P; € C; et P; € C; sont assujettis a rester
a la distance constante d # 0.

— La liaison orthogonalité de plans notée G'" (ii;, ii i) qui exprime que les plans IT; (normal au
vecteur unitaire #;) de C; et II; (normal au vecteur unitaire ii;) de C; sont assujettis a &tre
orthogonaux.

— La liaison appartenance a un plan notée G <ﬁi,cf;- j) qui exprime que le point P; € C; est

assujetti a appartenir au plan IT; de C; normal i; et passant par P;.
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Toutes les autres contraintes sont modélisées par 1’association de plusieurs des 4 contraintes de

base :

— Le parallélisme d’axe noté G%’ (ik;,ii;) ou G7" (i;, ii ;) qui exprime que i; € C; doit étre parallele
a ﬁj € Cj.

— L’appartenance 2 un axe notée G>" (ﬁ,-,cf} j) qui exprime que P; € C; appartient a I’axe de
direction i; passant par P; € C;.

— Le joint de Cardan (ou universel) noté G¥!" (P;, P j,Uj, ;) qui exprime que les points P; et P;
coincidents et que #; est I’axe fixe de la croix dans C; et ii; I’axe fixe de la croix dans C;.

— La liaison pivot ou rotoide notée G**" (P;,P j,1j,ij) de direction #; passant P; dans C; et de
direction i passant P; dans Cj.

— La liaison pivot glissant ou cylindrique notée G>*>" (ﬁi, ij, d; j) qui exprime que les directions
ii; et ii; sont assujetties a étre paralleles entre elles et de méme sens et paralleles au vecteur
PP

— La liaison glissiére ou prismatique notée G>"*3" (ﬁi,ﬁ id; J-) qui ajoute a la précédente I’inter-
diction de rotation autour de I’axe.

— Laliaison glissiere hélicoidale ou vis (screw joint) notée G>*>" (ﬁ,-, ij, d; s k) qui est une liaison
pivot glissant avec une rotation autour de 1’axe proportionnelle a la translation le long de 1’axe.

Remarque : La signification des exposants est la suivante :

— 1t, 2¢, 3¢ : suppression d’un, 2 ou 3 ddlI en translation,

— 1n, 2n: suppression d’un ou 2 ddl en translation (définis par une ou deux directions orthogo-
nales aux ddl supprimés)

— 1r, 2r, 3r: suppression d’un, 2 ou 3 ddl en rotation autour d’un ou des vecteurs en argument.

4.5.1 Constraintes géométriques de base
Quatre contraintes géométriques de base permettent d’exprimer toutes les liaisons mécaniques
entre deux corps.

Points coincidents

Les points P; € C; et P; € C; sont assujettis a €tre coincidents. Cette contrainte symétrique sera
notée G* car elle supprime 3 ddl relatifs en translation :

.
G¥ (Pi,P;) =PP; =d;; =0

Dérivation : Exprimons la dérivée de cette contrainte qui s’écrit :

d,’j = OGj—i—Gij — ( OG; +G;P;

=06, +G;P) - (0G. +GF.)

D’oui sa dérivée premiere :

d - L 2
7dij :vj—vi—Qixp,-—f—Qj X pj
dl/o
soit :
—1_/‘[+\7j-|—]_?'iXQ,'—ﬁ,‘XQj:O (4.6)
- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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Dérivée seconde :

e 7 T N e o S
pdij:—%—i—yj—ag,-xm—ﬂix(Qixpi>+aﬂj><pj+9j><(Qjij>:0
/0

soit mettant les termes quadratiques en vitesse dans le deuxieéme membre :

oo, d o 0 L o=
—%+Yj+Pi><EQi—PjX*tQjZQ?OPi—Q%Pj 4.7

Remarque : Les facteurs des accélérations du premier membre sont identiques aux facteurs des
vitesses de (4.6).

Multiplicateurs de Lagrange associés :

La puissance virtuelle, dans le mouvement réel qui respecte la liaison, de la paire de forces f et
— f d’action et réaction qui impose cette liaison, est nulle. Si f est la force appliqué en P; = P; par C; a
C;, cette puissance s’écrit :

O:f (Vj"f‘éj)(ﬁj) —j?' (Vi—FQiXﬁi)

Dans la mise en équation du mouvement par les puissances virtuelles, on remplace ces forces
internes qui ne travaillent par les contraintes sur les vitesses, multipliées par un vecteur de multiplicateurs
de Lagrange A, a savoir :

0:1' (—17,-+\7j+ﬁix§,~—ﬁj><§j)

On constate immédiatement, dans ce cas, que le vecteur de multiplicateurs de Lagrange A est tout
simplement la force f appliqué en P; = P; par C; a C;.

Liaison distance

P; € C; et P; € C; sont assujettis a rester a la distance constante / # 0. Cette contrainte symétrique
sera notée G’ car elle supprime un ddl relatif en translation :

G" (P;,P},d) = (d}.,--ciij—f) ~0

Dérivation : Exprimons la dérivée de cette contrainte qui s’écrit :

d 1 - d -2
LG =0=d; ——d;
dt Tdiyy Y
ZCZj‘(—Vi-FVj-FﬁinZi—ﬁjXQj)
soit :
—dij-Vi+dij-Vj+ (d,-‘,xﬁ,-) Qi — (dz/‘xﬁj) Q=0 (4.8)

Dérivée seconde :

d2
7Glt
dt?
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soit mettant les termes quadratiques en vitesse dans le deuxieme membre :

2

d 3 B .
+ (7 o pi— Qo)) -di

dr

d

- L - - d - T . .
7dl‘j"}/i+dij"yj+(dijxpi)'E-Qi*<dijxpj)‘ Qj:‘dt/od,-j

Remarque : Les facteurs des accélérations du premier membre sont identiques aux facteurs des
vitesses de (4.8).

Mutiplicateur de Lagrange associé :
Notons f ii;; 1a projection sur d; ; de la force transmise par le segment P;P;, avec:

1-
a

u,-j:

La puissance virtuelle, dans le mouvement réel qui respecte la liaison, de la paire de forces f i;; et
—fu;j d’action et réaction qui impose la liaison, est nulle. Si f #;; est la force appliqué en P; par C; a
C;, et —fii;; 1a force appliqué en P; par C; a C;, cette puissance s’écrit comme précédemment :

Ozfﬁ,'j' (\_;14-521 Xﬁj) _fﬁij' (V[+Q[Xﬁi>

Dans la mise en équation du mouvement par les puissances virtuelles, cette composante ne travaille
pas. Elle est remplacée par la contrainte sur les vitesses multiplié par un multiplicateur de Lagrange A,
a savoir :
0:2,62'1" <—\_/‘,'+l_;j+ﬁ,'><fli—[_)‘j Xﬁj)

ce qui montre que, dans ce cas, f et A sont reliés par la relation :

f=2d

Orthogonalité de plans

Les plans IT; (normal au vecteur unitaire i;) de C; et Il; (normal au vecteur unitaire ;) de C; sont
assujettis 2 étre orthogonaux. Cette contrainte symétrique sera notée G'” car elle supprime un ddl relatif
en rotation :

G" (ii;, ;) = ;- ii; = 0 (4.9)
Dérivation : Exprimons la dérivée de cette contrainte. Elle s’écrit :

d o o

*Glr:ﬁj- <Ql’><ﬁi> +U; - (.Q.J Xﬁ/)

dt '
:Qi'(ﬁiXﬁj)—i-Qj‘(ﬁjXﬁi)

0= (ﬁjxﬁi)-(éj—éi) (4.10)

Cette relation implique que la vitesse relative de rotation de C; par rapport a C; est orthogonale a
la direction de la charniére i; X i;.

Remarque : La relation #; - ii; implique Hu] X uiH =1.
Dérivée seconde : Elle s’écrit :

d? L d - d=x o o2\ d .
dtzGer(quui)-(dtQj—dt.Q.,)—i—(Qj—Qi)-dt(quui):O

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
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soit mettant les termes quadratiques en vitesse dans le deuxieme membre :

L d = d > = - d ,
(uj ><u,-)- <d[Q]_dl‘Ql> = (Qj—Ql) -E(uixuj)

soit compte tenu de (4.10) :

i) (585 500) = (85-8) (7 (1,8) 1y x (7))

et compte tenu de (4.9) :

L d > d > = = L (o = L (L =
(uj xui)- <dej_dtQi> = (Qj—.Q.,-> . (uj- (u,--Qi) —Uj- (u]Q]>)

Remarque : Les facteurs des accélérations du premier membre sont identiques aux facteurs des
vitesses de (4.10).

Mutiplicateur de Lagrange associé :

Notons V;; = ii; x i; le vecteur unitaire sur la direction charniere et cVj; la projection sur V;; du
couple d’action appliqué par le corps C; au corps C;. La puissance virtuelle, dans le mouvement réel
qui respecte la liaison, de la paire de couples cV;; et —cV;; d’action et réaction qui impose la liaison, est
nulle. Cette puissance s’écrit :

0= cﬁij~fzj—c17ij-§,~

Dans la mise en équation du mouvement par les puissances virtuelles, cette composante ne travaille
pas. Elle est remplacée par la contrainte sur les vitesses multiplié par un multiplicateur de Lagrange A,
a savoir :

0= l(ﬁ] X ﬁl) . <Qj—Qi>
ce qui montre que, dans ce cas, A est la composante du couple d’action-réaction sur v :

c=A

Appartenance a un plan

Le point P; € C; est assujetti a appartenir au plan II; de C; normal i; et passant par P;. Cette
contrainte qui supprime 1 ddl relatif en translation sera notée G'" :

n(- 7 - 7
G n <u,~,d,-j> = ul‘-d,‘j =0
Dérivation : Exprimons la dérivée de cette contrainte qui s’écrit :

d -
- —d;i=0 4.11
arg (4.11)

soit :

TGN =iy (7 =) + (i % (Bi+dy) ) - i i x )-8y =0 4.12)
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Dérivée seconde : Elle s’écrit :

d? R, . . d- .
=0t )+ (7% (5i+d)) S ) 08+

—

& o=\ (4 = . L7\ - L d

<Qi X Mi) (V=) + ((Qi X Mi) X (pi+d[j) +; % <<-Qi Xpi) +dtdij>) Qi+
/0

+<<§jxﬁj>><ﬁi+ﬁjx(ﬁiXﬁi)>'§j

soit mettant les termes quadratiques en vitesse dans le deuxiéme membre :

. a7 do
;- (V=) + (ui X (Pi+dtj>) e (#; X pj) - —Qj
L = - L o d - L om0
= (u,- X SZ,) . (SZ, X (pi —d,'j> +2dt/0dij> — U+ (SZ? Opj)

Remarque : Les facteurs des accélérations du premier membre sont identiques aux facteurs des
vitesses de (4.12).

Mutiplicateur de Lagrange associé :

Notons fi; la projection sur #; de la force d’action appliqué par le corps C; au corps C; au point
P;. La puissance virtuelle, dans le mouvement réel qui respecte la liaison, de la paire de composantes de
forces fu; et — fu; d’action et réaction qui impose la liaison, est nulle. Cette puissance s’écrit :

0= fi;- (‘7]’4‘-(2]' Xﬁj) — fii;- (Vi+§i X (ﬁi‘i‘Cl_';j))

Dans la mise en équation du mouvement par les puissances virtuelles, cette composante ne travaille
pas. Elle est remplacée par la contrainte sur les vitesses multiplié par un multiplicateur de Lagrange A,
a savoir:
0=A7 (ﬁ, (VJ —\7,')+ (ﬁ, X (ﬁl—i-dl])) '.Q,'— (ﬁl Xﬁj) .Q.J)
ce qui montre que, dans ce cas, A est la composante de la force d’action-réaction sur i; :

f=A

4.5.2 Meécanismes réels et autres contraintes géométriques

Parmi les contraintes géométriques de base précédentes, on a les correspondances suivantes entre
ces contraintes et les liaisons mécaniques classiques :

— liaison rotule < contrainte G* (P;,P;) = d;; = 0

— liaison par une lien rotulé < contrainte G (P;,P;,d) = 1 (dl- jodij— d2> =0

— liaison ponctuelle < contrainte G (ﬁ,-,d: j> =i~ LZ =0

Examinons les autres contraintes mécaniques que 1’on peut réaliser en réunissant des contraintes
géométriques de base.

Parallélisme d’axes

On le spécifie par le vecteur #; € C; qui doit étre parallele au vecteur ii; € C;. Cette contrainte qui
supprime 2 ddl est rotation est notée G*". On ne peut pas utiliser I’expression i; x ij =0, car elle conduit
a 3 équations. On est conduit a introduire une base orthonormé qui complete #; ou ii;. Considérons par
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exemple la base orthonormée directe {ﬁ i,bj,¢ j}. ii; sera parallele a i; si les deux contraintes suivantes

sont : |
G (i;,¢;)
2r (= o J
Gjr (Lt,‘,l/tj) = Glr (ﬁl’_’l> =0

En supposant que i; et ii; soient de méme sens, les deux multiplicateurs de Lagrange A; et A,
associés a ces contraintes représentent les composantes du couple d’action-réaction exercé par C; sur C;
respectivement sur les axes ¢; x iij = bjeti; x b; = C;.

On aurait également pu considérer la base orthonormée directe {ﬁ,-, b;, E’,-} et écrire :

G (iij,c;)
G (ii;, ;) = o | =0
l(l J) Glr(”jvbi)

Dans ce cas, en supposant que ¥; et ii; sont de méme sens, les deux multiplicateurs de Lagrange A,
et A, associés a ces contraintes representent les composantes du couple d’action-réaction exercé par C;
sur C; respectivement sur les axes ¢; X if; = by etii; x b; = ¢..

Remarque : Les contraintes n’imposent que le parallélisme de i; et ii;. Le sens relatif reste ce qu’il
est au moment du choix des axes. Il y a intérét a les choisir de méme sens pour faciliter I’interprétation
des multiplicateurs.

Liaison appui plan

On la spécifie par I’appartenance de P; € C; au plan orthogonal a i; passant par P; € C; et par le
parallélisme de i; avec ii; € C;.

Gl ﬁ,»,dl-j)

=0
GZI’ (ﬁlaﬁ])

Ganr (—»h ﬁj)

Liaison linéaire rectiligne

On la spécifie par le point P; € C; qui doit appartenir a I’axe de direction #; passant par P; € C;.
Cette contrainte qui supprime les 2 ddl de déplacement selon les normales 2 1’axe i; est notée G*". Elle
8’écrit en utilisant B,- et ¢; tels que < i;, B,-, E’,-} soit une base orthonormée directe :

) Gln Bhd_;J

=0
Gl Ci d
iy Uij

2 - 7
G"(ui,dl-j

Les deux multiplicateurs de Lagrange A, et A, associés a ces contraintes représentent les compo-
santes de la force d’action-réaction exercé par C; sur C; en P; respectivement sur les axes b; et c;.

Joint de Cardan (universal joint)

Considérons un joint de Cardan entre deux corps C; et C; dont la croix a pour centre les points
coincidents P; et P;. Notons i; I’axe fixe de la croix dans C; et ii; I’axe fixe de la croix dans C;. Ces deux
axes sont toujours perpendiculaires. Il en résulte que le joint universel est spécifié par les 4 équations :

. L G3t
G3t] (Pi,Pj,Ml‘,Mj) = < G]r(( . _»; > =0
Ui, Uj
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Les 3 premiers multiplicateurs de Lagrange correspondent aux composantes de la force d’action-
réaction exercée par C; sur C; (en composantes dans la base ou sont exprimées les relations G etle
quatrieme multiplicateur est la projection sur i; x i; du couple transmis par le joint au corps C;.

Liaison pivot ou rotoide (revolute joint)

Considérons une liaison pivot entre deux corps C; et C; dont I’axe est défini par les points coinci-
dents P; et P; et les directions i; et ii; qui sont également coincidentes (paralleles et de méme sens). 11
en résulte que la liaison pivot est spécifiée par les 5 équations :

G (Pi’ Pj)

G3t2r P P..iiiil:) = -0
(PPt ) G (i) ou G} (i, i)

Les 3 premiers multiplicateurs de Lagrange correspondent aux composantes de la force d’action-réaction
exercée par C; sur C; (en composantes dans la base ou sont exprimées les relations G*) et les deux
derniers multiplicateurs sont les projections sur b; et ¢; ou sur b ; et ¢; du couple transmis par la liaison
au corps C;.

Cette liaison ne laisse subsister qu’un seul ddl entre C; et C;. Ce ddl peut €tre mesuré par I’angle 6
de la rotation relative de C; par rapport a C; autour de i; = ii;. Pour évaluer 6 on utilise les deux bases
orthonormées {ﬁi,B,-,a} liée a C; et{ﬁ j,Z‘; i,C j} liée a C;, paralleles entre elles pour 8 = 0. Il en résulte
que:

D’ou:

0 = atan2 (Ei-Bj,B, j) = atan2 (E,‘~Bj,8,"5j>

Par ailleurs :

et:

Liaison pivot glissant ou cylindrique (cylindrical joint)

Considérons une liaison pivot glissant entre deux corps C; et C; dont I’axe est défini par les di-
rections coincidentes i; et ii; assujetties a étre paralleles et entre elles et de méme sens, et paralleles au
—
vecteur P;P;. Il en résulte que la liaison cylindrique est spécifiée par les 4 équations :

on (= 7
G2 (ﬁiaﬁj,(j;'j> _[ G 2,<Lii’{ij) —0
Gi" (i, ii )
Les deux premiers multiplicateurs de Lagrange A; et A, associés a ces contraintes représentent les com-
posantes de la force d’action-réaction exercé par C; sur C; en P; respectivement sur les axes Bi et ¢; liés
a C; et orthogonaux 2 ii;. Les deux suivants A3 et A4, représentent les composantes du couple d’action-
réaction exercé€ par C; sur C; respectivement sur les axes Ei et ;.
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Liaison glissiere ou prismatique (translational joint)

Pour obtenir une liaison glissiere a partir de la liaison cylindrique précédente, il suffit d’interdire
la rotation autour de I’axe #; = ii;. Pour cela, on impose que la direction de b; et la direction ¢; soient
orthogonales. Il en résulte que la liaison glissiere est spécifiée par les 5 équations :

G (ﬁmjij)
G¥r (uH M}>dlj> G <E,',Ej) =0
Gi" (i, i)

Les deux premiers multiplicateurs de Lagrange A; et A, associés a ces contraintes représentent
les composantes de la force d’action-réaction exercé par C; sur C; en P; respectivement sur les axes b;
et ¢ liés a C; et orthogonaux a #;. Les trois suivants A3 a As, représentent les composantes du couple
d’action-réaction exercé par C; sur C; respectivement sur les axes i, B,- et ¢;.

Cette liaison ne laisse subsister qu’un seul ddl entre C; et C;. Ce ddl peut étre mesuré par :

q=ii;dij=G" (ﬁiaj;'j)

d R
q= EGln (uhdij)

d? -
§= EGI" (ﬁhdij)

Liaison glissiere hélicoidale ou vis (screw joint)

Pour obtenir une liaison glissiere hélicoidale a partir de la liaison cylindrique, il suffit d’indiquer
que la translation d;; ; projetée sur i; est proportlonnelle (facteur k) a I’angle de rotation 6 de deux
vecteurs b; et b; j qui coincident quand la projection de d;; ; sur i; est nulle. Il en résulte que la liaison
glissiere est spécifiée par les 5 équations :

2n3r (= = 7 -
G <“i=”j7dij> = G*" (ﬁi, i =0

Les quatre derniers multiplicateurs sont ceux de la liaison cylindrique (composantes de la force et
du couple sur b; et ¢;). Le premier multiplicateur A; est égal a la projection de la force et du couple sur
i;, ce qui impose a ces deux projections d’étre dans le rapport 1/k (elles sont respectivement égales a A,
et kA1). Remarque : Le signe de k dépend du pas (positif a gauche et négatif a droite).

4.5.3 Projection des contraintes

Nous avons convenu d’exprimer les composantes des vecteurs V;, V;, 7; et 71 dans la base A, celles
des vecteurs p;, Q; et %Qi dans %;.
Dans ce qui suit, on note :

—
— r; le vecteur colonne des composantes de 7; = OG; dans %,
— S, la matrice de changement de base entre les bases % et %; (c’est-a-dire Cy;).
— v; le vecteur colonne des composantes de #/O?} dans %A,
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— ; le vecteur colonne des composantes de fl,- dans Z; (car on réserve la notation Q; au quater-
nion pur associé a ®;), .

— pi le vecteur colonne (constant) des composantes de p; = G;P; dans %; et p; la matrice antisy-
métrique associée,

— u; le vecteur colonne (constant) des composantes de ii; (direction particuliere de C;) dans ; et
U; la matrice antisymétrique associée,

- —
— d;; le vecteur colonne des composantes de d;; = P;P; dans % :

dij=S;p;—Sipi+r;—ri
— C;; la matrice de changement de base entre les bases %; et Z;
Cij=SiS;

Examinons par exemple quelques contraintes :

Liaison rotule

. .

Les dérivées premiere et seconde (section 4.5.1) de la liaison rotule G (P;,P;) =0 s’écrivent :
_Vi+vj+ﬁixgi_ﬁj XQj =0

da o dz =0 o 2y

Egi —PjXx EQJ =Qjopi—Qjop,

Pour étre cohérentes, les expressions précédentes seront globalement exprimées en projection dans
la base %.

Il en résulte que les 3 lignes correspondantes de la matrice J sont partout nulles, sauf: matrice
—13,3 pour les 3 colonnes relatives a 87;, matrice 13,3 pour les 3 colonnes relatives a 67;, matrice S;p;
pour les 3 colonnes relatives a §.¢7; et matrice —S;p; pour les 3 colonnes relatives a 0.%7;. Le tableau
suivant résume ces résultats :

—%i+ ¥+ Pi X

-

colonnes relatives a 87 orj | 0 ,QZ 1) EQZ autres
éléments de J —1343 | 13x3 S,'f),' —ij)j 033

Les 3 lignes correspondantes du vecteur I" sont constituées par les composantes dans la base %
du vecteur Q? o j; — Q% o jjj, soit:

RN
3 lignes de I relatives 2 G*' (P;,P;) @ (S;(@; x (0 x p;)) —S; (0; x (@) x pj)))T

Liaison distance

Les dérivées premiere et seconde (section 4.5.1) de la liaison distance G/ (P;, P jd) = 0 s’écrivent :

—J;j-ﬁ,-—i—jij-ﬁj—i-(ciijxﬁi) 'ﬁi_ <Jij><ﬁj> 'Qj:()
2

d - e -
+(Q%op,~—Q§opj)~d,-j

dz 7=
—Q;— <dijxpj>’ ?/Odij

d =
0. = —
dt ! ’

dt

—7j‘7’i+67ij'7j+(67ij><ﬁi)-

La cohérence des bases de projection utilisées implique que pour la ligne correspondante de la

matrice J les seuls élément non nuls sont : —d/; pour les 3 colonnes relatives a §7;, vecteur ligne diTj pour
T

J
_ pour les 3 colonnes relatives a 4.7 et vecteur

les 3 colonnes relatives a 5?j, vecteur ligne — (i)’,- X cZ J->
l

N\T
ligne <[)' i X d; j) ~ pour les 3 colonnes relatives a 0.27;. Le tableau suivant résume ces résultats :
J
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colonnes relatives a | 67; | O7; 5422 5@%} autres
14 T ~ T ~
éléments de J —d]; | df; | —(pix (S/di;))" =dlSip; (Pj X <SJTdij)) =—diS;B; | 013

Remarque : Nous donnons dans ce tableau (et dans les suivants) des expressions apparemment
plus lourdes utilisant le produit vectoriel en plus des expressions plus synthétiques utilisant la matrice
antisymétrique car ces premieres sont en fait plus rapides a calculer.

T ~
Laligne correspondante du vecteur I" est constituée par le scalaire — ‘ %/odi ; H + (Qf opi— Q? op j> .

J,-.,-, soit en exprimant tout dans % :

ligne deFrelativesélG” (Pi,Pj,d) : diTj(—dij—l-Si(COiX ((o,-xpl-))—Sj(a)jx (COJ' ij)))

Liaison orthogonalité

Les dérivées premiére et seconde (section 4.5.1) de la liaison orthogonalité de plans G'" (ii;, it i)
s’écrivent :

La cohérence des bases de projection utilisées implique que pour la ligne correspondante de la
matrice J les seuls élément non nuls sont : vecteur ligne (u, X U J) pour les 3 colonnes relatives a 8.4, et
vecteur ligne (i; x u,) pour les 3 colonnes relatives a 5427 Le tableau suivant résume ces résultats :

colonnes relatives a 0 ,QZ 0 422 autres
= T = T =
éléments de J (w; x (Cjjuj))” = —ujTCiTju[ (uj x (Cjw;))" = —uiTCjTiu.,- 013

Remarque : Le deuxieme terme (i X u,)j s’obtient également a partir du premier (i; X i j) enle

post-multipliant par C ; (sous forme ligne, ou en le pré-multipliant par C;; sous forme colonne, puis en
le transposant pour obtenlr la ligne cherchée).

Laligne correspondante du vecteur I est constituée par le scalaire (f! j— §l> . (Ei i <ﬁ,~ . f!,) — ;- (Ei i Q j> ) ,
soit :

ligne de T relatives a G\ (&i;,i;) : (S;0;—S;a;)" (Sju; (o} &) — S (uchoj))
=2 (u] o) (uj 0)) — (v Cijo;) (u] ;) — (w] ) (uj Cjiax)
Liaison appui plan

Les dérivées premicre et seconde (section 4.5.1) de la liaison appui plan G'" <ﬁ,~,cz- j> s’écrivent :

i (Vj— Vi) + ﬁix(ﬁi+67ij>>'§ (i ) - Q=
.:(ﬁiXﬁ,')' é,‘X(ﬁ,‘ d’!>+2dt ) (Q op )

La cohérence des bases de projection utilisées implique que pour la ligne correspondante de la
matrice J les seuls élément non nuls sont : vecteur ligne —ii; pour les 3 colonnes relatives a 67;, vecteur
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ligne #; pour les 3 colonnes relatives a 87, vecteur ligne ; x (ﬁi +d; j> pour les 3 colonnes relatives a

0.7 et vecteur ligne —ii; x p; pour les 3 colonnes relatives a 6.#7;. Les tableaux suivants résument ces
résultats :

=

colonnes relatives a | 07 O7; 8.,
éléments de J —u! (Cﬁll,')T = lliTC,'j (lll' X (p,- + Sl-le'j))T = — (p,' + Sdel'j)T a;

1

=

colonnes relatives a ) szfj autres
éléments de J (pj X (C.,-l-u,-))T = —lliTC,'jf)j 01><3

La ligne correspondante du vecteur I est constituée par le scalaire :

. & o (5 7 d 2\ - (52 =
(M,' X Q,) . <Q, X (p,' —d,'j> +2dl‘/0d”) —Uj- (Q?Opj)

d’oti la ligne de I relative 3 G'" (ﬁ,-,a_’;-j> :

(w; x ay)" (0 x (pi—SFdij) +2 (ST (v;—vi) + Cij(@; x pj) — @ x pi) —uf C;j (0; x (@) X p;))

> Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0
Page 85/87 ONERA






87

Bibliographie

[1] D. Bellet, “Cours de mécanique générale”, Cépadues éditions. Toulouse, 1988.

[2] John M. Hollerbach, “A Recursive Lagrangian Formulation of Manipulators Dynamics and a Com-
parative Study of Dynamics Formulation Complexity”, IEEE Trans. Man & Cybernetics, SMC
10-11, 1980, pp 730- 736.

[3] M. Llibre, R. Mampey, J.P. Chrétien, “Simulation de la dynamique des robots manipulateurs mo-

torisés”, AFCET, Congres automatique 1983, Productique et robotique intelligente, Besancon
15-17 novembre 1983, pages 197-205.

- Réf. DCSD-2009_008-NOT-007-1.0

- Page 87/87 ONERA
_1Sde e

THE FRENCH AEROSPACE LAB






