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Resumé

Cet article prend en considération des systéemes li-
néaires avec une seule variable d’entrée et de sortie
et une fonction de transfert caractérisée par le quotient
de deux polynomes d'ordres quelcongues, avec la
restriction que le systéme est stable (la partie réelle
de ses piles est négative ) et que 'ordre du polyndme
du numérateur est inférieur de I a I'ordre du poly-
nome du dérominateur.

En prenant comme hypothése que la fonction d’auto-
corrélation de la grandeur d’entrée est donnée par une
seule ou une somme de fonctions exponentielles, les
relations générales de la fonction d’auto-corrélation
de la grandeur de sortie, de la fonction de corrélation
mutuelle des grandeurs d’enirée et de sortie, de la
varianece et de la covariance sont données.

Le parti que I'on peut tirer de ces relations générales
pour I'identification et I’ optimisation de systémes li-
néaires soumis & F'action de fonctions aléatoires est
indigué.

Zusammenfassung

Der Artikel bezieht sich auf Systeme mit je einer
Eingangs- und Ausgangsgrifie, mit einer Ubergangs-
Junktion, welche durch den Quotienten von zwei Poly-
nomen und von willlkiirlicher Ordnung gegeben ist, mit
den 2 folgenden Begrenzungen: das System ist stabil
(der reelle Anteil der Wurzeln des Nenners ist nega-
tiv), und die Ordnung des Nenners ist mindesiens
eine Einheit grofler als die des Zihlers.

Es wird angenomimen, daff die Autokorrelation der
Eingangsgrifie durch eine Exponentialfunktion oder
durch die Summe solcher Funltionen bestimmt ist.
Aligemeine Beziehungen der Autokorrelation der Aus-
gangsgrofie, der Kreuzkorrelation der Eingangs- und
Ausgangsgrifen, der Varianz und Kovarianz werden
abgeleiter.

Es wird angedeutet, wie diese Beziehungen fir die
Identifikation und die Optimierung solcher Systeme
anzuwenden sind.

M. Cuénod*, M. Ivanés** et M. Llibre***

0. Introduction

Tout systéme peut &tre considéré comme un filtre
établissant des relations de cause a effet entre sa ou
ses grandeurs d’entrée, et sa ou ses grandeurs de
sortie.

Dans le présent texte, nous prenons en considération
le cas des systémes linéaires avec une seule grandeur
d’entrée x et de sortie y, ainsi que le montre en
principe la figure 1.

Si la grandeur d’entrée est une fonction aléatoire, la
grandeur de sortie ’est également. Deux approches
sont possibles pour 'analyse des systémes de ce
genre, soumis 4 I'action de fonctions aléatoires:

— Panalyse spectrale est basée sur lutilisation de
densités spectrales et de la réponse harmonique
du systéme

- Panalyse impuisionnelle est basée sur I'utilisation
de fonctions de corrélation et de la réponse impul-
sionnelle ou indicielle du systéme

Nous nous limiterons 4 I'étude de phénoménes aléa-
toires stationnaires et gaussiens. Dans ce cas, la fone-
tion aléatoire fluctue autour d’une valeur moyenne
constante et le moment du premier ordre de cette
fonction par rapport a cette valeur moyenne est nul.
Les propriétés statistiques de ces fonctions peuvent
étre caractérisées par leur moment du deuxiéme
ordre, variance et covariance, d’ou intérét d’étre
en mesure de les calculer.

Nous admettons que la fonction de transfert g(p)

g (p)

Fig. 1 Systeme linéaire avec une grandeur d’entrée x et une
grandeur de sortie y
g(p) = fonction de transfert
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Summary

The subject of this paper is the study of linear systems,
the transfer function of which is given by the quotient
of two polynomes of whatever order, with the restric-
tion that the system Is stable, that is the real part of its
poles is negative, and the order of the numerator’s
polynome is at least smaller by one than the denomi-
nator’s order.

Assurzing that the auto-correlation function of the
input is given by an exponential function or a sum of
these functions, the general relationships are given for
the auto-correlation of the output, the cross-correla-
tion input-output, their variance and covariance.

The use of these relationships for the identification
and aptimization of such systems is ouilined.

du systéme est caractérisée par le quotient de 2 poly-
ndmes d’ordres quelconques

gp) = a2
D (p)

avec les seules restrictions que le degré du polynéme
D(p) est d’un degré supérieur & l'ordre du poly-
nome N(p), et que le systéme est stable, ¢’est-a-dire
gque la partie réelle des racines du dénominateur
sont toutes négatives. i
Le but de cet exposé est d'indiquer I'expression
générale des densités spectrales, fonctions d’auto-
corrélation et de corrélations mutuelles de la gran-
deur de sortie d’un tel systéme.
Nous indiquerons le parti que I'on peut tirer de ces
relations générales pour Uidentification et lopti-
misation des systémes pris en considération.
Une récapitulation des relations générales de la sta-
tistique dynamique sur lesquelles sont fondés les
développements qui font I'objet de cet article est
donnée en annexe. Ces relations ont fait Pobjet de
nombreuses publications citées dans la bibliographie
qui figure également en annexe [/...8].

1. Fonction d’auto-corrélation et densité
spectrale de la grandeur d’entrée du
systéme

Des considérations théoriques [9] ont prouvé que
pour de nombreux phénoménes physigues, on peut
admettre que la fonction d’auto-corrélation g, (6)
de la grandeur d’entrée d’un systéme soumis 4 ['ac-
tion d’une perturbation de caractére aléatoire, peut
&tre caracterisée par une courbe exponentielle:

a
2 5 2 klg
C?x:x(e) = Oxx € Tx= Gyx € W

avec o2, = variance de la grandeur d’entrée
T, = variabilité du processus aléatoire

1
B e
Tx

La densité spectrale correspondante est:

., 2k
D, (w) =~ e
Ces fonctions sont celles gque nous avons prises
comme base pour notre étude; nous ’'avons ensuite
généralisée en admettant que la fonction d’auto-
corrélation de la grandeur d’entrée est donnée par
une somme de fonctions exponentielles:

5
2 kel0
Py (0) = 03¢ ziase a
S
avec y a,=1
5
d’oi il résulte que:
S 2a,k;

cbxx(m) AR 0-2

xx 7 2
s=1k5 +w
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2. Fonction de transfert et réponse
harmonique du systéme

La fonction de transfert est donnée par ’expression
suivante;

ag+ay pra;pP+...+a,p™
g =

bo+b p+b,p*+...+b, P

N() _
D(p)

avec n>m

Cette fonction de transfert peut &tre mise sous la
forme normalisée suivante:

ah+a,ptaspi+..+a,p"

g(p)=b.§,+b;p+b‘2p2+.._+p" -
B
r=1
’ dg ' a, ' Ay
avec agzb—n,a]_:z,..., a,,,:E;—
bo by by
by=—,bi=—,. ., b_,=
0 b" 1 b" n—1 b"

P, = pdles du dénominateur avec R,(p,) <0
N'(p) = ah+a, p+asp*+...+a, p"
Pour alléger les notations nous supposerons donc,

dans ce qui suit, que

N{p)
D(p)

glp)=

avec b, =1

Cette fonction de transfert peut 8tre décomposée
en ses éléments simples

] o

glpy= Yy —

=1 p—p;

- N (Pj) _ N(PJ')
avee o; = =

J {diP[D(P)] }p:m II(p, )

Cette décomposition n’est valable que pour des
poles simples. Pour des pdles multiples, 'expression
devient plus compliguée.
Nous admettons par exemple que le pdle p, est un
pdle multiple d’ordre n:
pr=p, pour r=1...m
La fonction de transfert s’écrit alors:
N'{p)
gp)=—7F——
(p=p)" [[ (—p)
r=m+1

La décomposition en éléments simples fait inter-
venir des éléments ayant des degrés de 1...i

=3 y =
gp) = T
E(p-p) ji=m+1 P—Ppy
1 g i N(x)
avec o (m—l)‘ =1
H (x—P,.) x=pi
r=m+1

N(p;)
]:[l (7,—p»)

(r#j)

et o=

La réponse harmonique G(jw) écrite sous forme
complexe s’obtient en remplagant p par jo dans
I'expression de la fonction de transfert:

G (i) = U2
D(jew)

Le carré |G(iw) |2 de la valeur absolue s’obtient en
multipliant Pexpression du numérateur et du déno-
minateur par leurs valeurs conjuguées complexes:

|G (o) |* = G(jo)- G(—jw) =

_ N(jeo)-N(~jo)
D(jo)-D(—jw)
i 2lxjij(_Pj) _
F1lio+p)(jo—py)

1 (jo—p)(jo+p;)

|G (je)|* =

3. Calcul des densités spectrales de la
grandeur de sortie

En utilisant les relations rappelées en annexe, nous
obtenons immédiatement les densités spectrales re-
cherchées.

3.1 Densité spectrale de la grandeur de sortie
(Dyy(co) o 2k

7 ra

G (jo) |?

Aprés décomposition de la fonction de transfert en
éléments simples et regroupement, on obtient:

— lorsqu'il 0’y a que des péles simples p,:

.V.V( )

xx

2k
=g(k)-g(- L

g(-p; ) -2p;
+2k VY Lo
j21 k2 Pi—erz

— lorsqu’il y a un pdle multiple p, d’ordre m:

D, (w)
2

= 800 B(—K) 4
~ 8

&L ooyg(—p;) (=2p)
+2k —— . .
j=§+1 }','.!i——k2 1£:l_2f+m2
L 1
PPl et ]
.-Z-i (o—p) (—jo-py
i d™ 0 2kg(—x)N'(x)
— it (m— ‘} n
(m—i)! |dx EFkZ)H(x—p,) e

r=m+1

avec d,=
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3.2 Densité spectrale mutuelle entre des
grandeurs d'entrée et de sortie

(ny(w) = q):x(w) 5 G(JUJ)
Q@) 2k N(a)
¢Z, T +e? D(jw)

En décomposant la fonction de transfert en ses €lé-
ments simples, la densité spectrale mutuelle prend
la forme suivante:

q)xy(w) i g(_k) e g(k)

i,  jo—k jcu+k

_22 1

s p;—kz (jo+p,)

4. Calcul de lafonctiond'auto-corrélation de
la grandeur de sortie

Nous considérons tout d’abord le cas particulier ol
les racines p; sont toutes réelles, différentes de k et
simples, puis nous examinerons les cas suivants:

~ pbles complexes
— pbles multiples
- cas particulier ot p; =&

4.1 Cas avec racines simples, réelles et
différentes de k

En appliquant les transformées inverses de Fourier
a 'expression de la densité spectrale résultant de la
décomposition de la fonction de transfert en élé-
ments simples, on obtient:

Py 0)
2

xx

=g(k)-g(—k) M +
a;8(—py)
+2k % 4 PJIEI
jzl P_,t k*

En exprimant g(p) en fonction de ses racines, ce
résultat peut étre mis sous la forme suivante:

?yy(a) e N (k) N ( = k) ekw
s []
- TT -4
d (Pj) N(-— Pj)
. Z'l . : ;
]='[1 (v

i
o)

LePs?!

=p%)  pi(pi—k?)

Exemple 1: Fonction de transfert du premier ordre

g(p) = i
pT+1 P—p
L
avec p1=—,1:
dans ce cas:
gy =—nmn

En appliquant la formule générale donnée ci-dessus,
il vient:

@y,(6) _ (4 Pt ) (_ 50 )Ekwl
L k=pi/ \ —k—p,
P
4 2k- pl 2P1 ﬂ||9|
P

CP”(B) - plz eklﬂ]* kpl ep.w
o, Pi—k? pi—¥*
2,,(0) 461
;’2 - el _ . ol )

En remplagant

1 1
ar —— et k par ——
P11 P T P T

X

on obtient aprés quelques calculs
191 191
o) T (Te_T—Txe—T—x)

oZ, T*-=T}
La figure 2 représente la famille de courbes que 'on
obtient pour différentes valeurs du paramétre T
Pour donner plus de généralité 4 ce résultat, on peut
introduire des valeurs relatives en posant

O SR R L
T, i o2,
On obtient ainsi
1 2

avec ol0) = =i

() _ 1 (ae‘“g_e—a)
o0 a—1

La figure 3 donne la famille de courbes obtenues
pour différentes valeurs du paramétre g. Ainsi que
I'indique cette figure, ces courbes jouissent de la
propriété que la sous-tangente au point d’inflexion
est égale 3 —(1+4), ce qui permet une estimation
immédiate du paramétre a.

Exemple 2: Fonction de transfert du deuxieme ordre

g(p) = — P P2
(T +D(pT:+1)  (p—p)(p—p.)
1
avec =——
Py T,
1
P, = 7
P1 P2 PPz
= oy = - =—0
Pi—DP2 PP
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?y! A Taide de la formule générale donnée ci-dessus,

e on obtient;
1 : cpyy(ﬂ): Pi D2 . D1 P2 L
Oix Ge=p)(k—py) (—k—p)(—k—p,)
LT = o} ) Pipz PP
+2k [ PL-P2 112 Lghrlel g
s Pf—kz —2p(—p1—p2)
\ i -
P2— 102 pz|@|
T P4 i . € ]
0,50 ™ pi—k* =2p2(—ps—pi1)
\\ 9,(0) B [ el 5
= D) —
\&/J .08 o ! (K —p}) (K —p3)
025
3 1]8]
———«& +k 4 ®
10 | T-16 2 2\ (2 2
J 5 S |.T =4 pi(pi—k") (p1—p2)
f—— eleB|
+ )
0 1 2 . 3 " Cal P2 (3~ k%) (05— p})
Fig.2 TFamille de fonctions d’auto-corrélation de la gran- €n posant
deur de sortie p d'un systéme du 1T ordre 1
R et
T,
_ 1
P = T,
; 1
€ P ==
[ (L
on obtient aprés quelques calculs:
' el
| W@ _ T ™
! 0% (IT-TH(TE-T3)
oW
" T, (Tfe TE g2% T’)
L -TVII-T -T2
lea =15
Fig. 3 Famille de fonctions d'auto-corrélation normalisée En posant

(n) - >
d er
5y de la grandeur de sortie y d’un systéme du 1¢f ordre Ty=2,T,=6et T =3

on obtient la fonction d’auto-corrélation représen-
tée par la courbe ¢,, de la figure 4.

Pyy
#,
- La figure 5 représente la famille de courbes que I'on
| 08 d
obtient pour T, =1, T, =0,5 et pour différentes
valeurs de T,.
as
[ e
S — ~ \i— Exemple 3: Fonction de transfert du troisieme ordre
0/3 \\.(/ i‘;‘Y 1
g T g(n) = -
; / E N T+ (T +1) (pT5+1)
-+ o o2 . < \\ nm P1P2Ps
- A (p=p)(p—p2) (p—p3)
J— ol / o1 e ™ \
. it |~ aves By , pp = L By
T =" . & PSR B <
Sl | I | h I I

T T T T T v T T T T
20 -8 -6 -l -12 -0 -8 -6 -4 -2 0 2 & & & W 12 % B ® 2 L=}

Fig. 4 Exemple de fonctions d'auto-corrélation et de corré- L’apphcatz‘on de la formule générale conduit au
lation mutuelle pour un systéme du 2 ordre résultat suivant:
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xiel

q’yy(g) ) 2 l ¢ ) =
a2, PP T T )

ob110]
" k[ -
2o (i — K (T —p3) (P —PD)
eP1|9|
YA I Y P T
pa{p2—k*)(pa—p1)(p: —P3)
epn\ﬂl :\l

ps (2= (P2 —pH (3 —pdl ]

La figure 6 représente la famille de courbes que 'on
obtient pour

1
k =——=-1
TX
1~ 2
n= Tl—
=——=—1,25
P2 T,

et pour différentes valeurs de
1

Ty=——
)

Exemple 4: Fonction de transfert du n-iéme ordre

Nous supposons que la fonction de transfert peut
gtre mise sous la forme suivante en fonction des
poles p,, p5... de la fonction de transfert

(—=1)"P1P2P3--Pn =(_D ,Elp"
(p—p)(p—p2).--(p— 1) ﬁ(p_p_)

e(p)=

La fonction d'auto-corrélation prend la forme sui-
vante en fonction des pbles p,, p; ...

el [& . TP ™
= o] -
. I1 @2 —#?

r=1

._kz

n el’.i's]
i=

(%K) H‘ (pi—p%
G0

Cette relation peut étre facilement généralisée en
admettant que le numérateur est également cons-
titué par un polynéme.

4.2 Cas avec racines complexes

Le développement donné ci-dessus est valable pour
des péles réels ou complexes. Voici le résultat auquel
on arrive dans ce deuxiéme cas par une décomposi-
tion ne faisant intervenir que des quantités réelles.
Pour cela nous posons:

Py
B2xx
1
075
T-p
Tk=04
0.50 T2.0,8
Ti= 16
T2 &

T T2.10
Q25 2

E—

1 L ]

e —
T >
0 1 2 3 4 5 a
Te=1, Ti=0,5
9 yy
Glux
1
?
0.5
T2=0
T2=-0,8
T::LG
— Tazd
T2 210
0 1 2 3 4 5 ]

Tz=1,T1=2
Fig. 5 Famille de fonctions d’auto-corrélation de la gran-
deur de sortie y d'un systéme du 2° ordre

Pyy
G2xx
1
T3=0 I
05 T3:0.4
Ta=16
Tazjh
Ta-10
S
.
0 1 2 3 ) 5 8
k= - 1 L 1,25
7_.Tx_ pe= To ’
A 2 . &t
pr= n . T Ta .

Fig. 6 Famille de fonctions d’auto-corrélation de la gran-
deur de sortie y d*un systéme du 3° ordre
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Di=—Xi—J ¥ Aprés quelgues calculs on obtient
avec i= li;-t avec x; >0 @L() =g(k) - g(—kye* 1 +
Ix
m
p;réel pour j=m+1...n avec p; >0 7
, +4k Y [X,cosy;|6| — ¥;sin ;| 0[] et el o
Nous appelons: =
X; = partie réelle de alzg(j:z +2k z M rile|
. —:m+1p} k
Y, = partie imaginaire de ,g(pg
k Exemple
(p) = ec o<
=— avec o
B2 P +2pat?
P1=‘-O!,+i\/92-—{x2 D!1=——'1:..
i 2jV @ —o
O o p—
g g _(k2+QZ)Z_4k2’x2
( ) 1 1 1
g(-py) = = = ]
! da(a—jV @ —a?)  pi—k® 23— — kK +20V0 -7
— 1
Xl_{_le:fh g( Pi): : p— —
P—k?  Bja @t (a—j VI —aD) Qo — QP — k> +2ja P — o)
" 4o’ — QP -k i 407307k
8P (4K 42k] ' QO [(@ kY — Ao k]
0 1 do?—QF —i*
Pul(0) _ Mol jomtol [ ) cos(v 22 —26) ————sm(\/92~oc2|61)l
2 2 232 . 2
a2, (K+9) —4ka a0 NI |

Remarque: Lorsque

o— £, ¢ - —
g(p) P a?
on a donc une racine double p;, =p, = Q.

Faisant tendre o —  dans la formule encadrée ci-
dessus, le seul probléme de limite a lieu pour le terme

lim sin (~/Q% o |6])

a0
Qz_qz

on voit immédiatement que cette limite est | [/} | ;d’on;

G N S T k(302 kY

o, (K- 20°
ﬂ%@ww—mml
20 |

1 L

pour g(p) = TTop on obtient ainsi:

@,,(6) € kG —kPe 0

2 -2 20 (K-0)

k||l
207 (P -KH)

On retrouvera ce résultat & 'exemple suivant.

4.3 Cas avec des pbles multiples

En appliquant la transformée inverse de Fourier 4 la
densité spectrale obtenue dans le cas de pbles mul-
tiples, on obtient aprés quelques calculs et en admet-
tant que p, est un pole multiple d’ordre m:

%,(9)

xx

(k) - g(— k) +

‘ Il 1
epl‘sl,!_

+E

(:—1)'
b BBl p;) 5
+ 2k r’.r'li
i= ;"1 P; K2
1 d("‘_” 2kg(—x)-N{x)
avec A= A =
(m—l) X z_kz)]_—I(x_'Pr) .
r=m+1
Exemple
g(P)=(p+—Q)2
i =l =
Sl P fromes e e
30°—k*
ZQS(QZ_k.‘!)Z
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1
A=k [(sz—x)z(xz—kzj 2

.G - el (k3Q° k%) -0lg
d'oui: +
ou: O-ix (QZ k2)2 EQS(QZ kl)l &
k |6| el
MY (@K%

Ce résultat est identique 4 celui de la remarque faite
4 la page précédente.
4.4 Cas particulier ol p, = &
Nous admettons que la n-iéme racine est égale & k:
Pn=k
Nous désignons par «;(p) 'expression:
N(p)
"
II (2—p)
=1
r#0)
expression qui est égale 4 «; lorsque p=p;.
Lorsque & = p, la densité spectrale @,,(w) du signal
de sortie prend la forme suivante:

O-xx

(_jm_p,)z(jm_p,)zE(jw_p,)(_jw_p,)

pour j #n la décomposition en éléments simples se
condense comme précédemment en
la; —2p;
ZkZ g{ p,_ Bt
i=1 -p, P itw
Pour j=nla présence d’un pdle double conduit a
la décomposition suivante:

4 [2p sl R
dx ]x+p,,a"(x)g( x)[ pi+w2+
x=pn
) 1 1
4 " T Up + v
i D)[(}w—pn)z (—Jfﬂ—p..)l]

Nous désignons par 4 'expression
d | 2p,
T dx

Cette expression peut s'expliciter de la fagon sui-
vante:

d L () g(— X)l

e=p

[&®]...

A=a,g{(—p) W +

d
IN(=
[dx ( "’L:pn "t o2p, 1

"t Y

N(—p,) &Sini-pi b

En appliquant la transformée inverse de Fourier &
cette densité spectrale, on obtient pour finir:

Pnk6)

xx

=dng(_Pn)'|l9|-ep"|6| +Aepnlﬂj 2

lag(—p)e’”
+2k Z:]—-—p__p
= I n

avec A tel que défini ci-dessus.

a. &kl

5

Mm

4.5 Généralisation au cas oit ¢, = o°

xx

5=

Tenant compte du fait de la linéarité de toutes les
opérations effectuées lors des transformations dé-
crites ci-dessus, on obtient aprés quelques calculs:

<Pw(9)

xx

5
Z sk} g(—k)-a,- ¢ +

S
2 Y we(-p)e™ 3 __kz

Cette relation est valable pour k, réel et négatif, et
pour le cas ol k, est complexe (avec partie réelle
négative).

a@ suivre
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Industrial Electronics

Filtrage d'un systéme linéaire
soumis a l'action d'une fonction
aléatoire

2¢ partie

Resumé

Cet article prend en considération des systémes [i-
néaires avec une seule variable d’entrée et de sortie
et une fonction de transfert caracrérisée par le quotient
de deux polyndémes d’ordres quelcongues, avec la
restriction que le systéme est stable (la partie réelle
de ses péles est négative ) et que I'ordre du polynéme
du numérateur est infériewr de 1 a I'ordre du poly-
néme du dénominateur.

En prenant comme hypothése que la fonction d’auto-
corrélation de la grandeur d’entrée est donnée par une
seule ou une somme de fonctions exponentielles, les
relations générales de la fonction d’auto-corrélation
de la grandeur de sortie, de la fonction de corrélation
mutuelle des grandeurs d’entrée et de sortie, de la
variance et de la covariance sont données.

Le parti que I'on peut tirer de ces relations générales
pour lidentification et I'optimisation de systémes li-
néaires soumis ¢ l'action de fonctions aléatoires est
indigué.

M. Cuénod*, M. Ivanés** et M. Llibre***

5. Calcul de la corrélation mutuelle entre les
grandeurs d'entrée et de sortie

Nous considérons & nouveau les 4 cas pris en consi-
dération pour le calcul des fonctions d’anto-corré-
lation:

5.1 Cas avec racines simples, réelles et
différentes de &

En appliquant la transformation inverse de Fourier
a 'expression de la densité spectrale mutuelle, on
obtient:

9 n
20 _ e i2k ¥
a j=1

xx

&y

D
e

2 2
pj_k

‘-'ny( T '9) _
—_—=

xx

g(—k)e*® (avec 0 < 8 <o0)

Exemple 1: Fonction de transfert du premier ordre

1 P
8(p) ==
pT+1 P—pn

1
avec p1=—} et oy =—py

En introduisant ces valeurs dans la formule générale
donnée ci-dessus, nous obtenons:

¢}
‘nyz( )= Py 2k 2!’1 zeplﬂ
Ox k_pl Pl—k
—0
et mﬁ) . (avec 0 < @ <o)
crxx k+pl
en posant:

1 . 1
=—— et k=——
P T T

* Ingénieur 4 la Société Prospective Engineering Gestion
(PEG) Genéve

**Maitre de Conférence & la Faculté des Sciences de 1'Uni-
versité de Grenoble

*%% Ingénieur au Groupe de Recherche Tonosphérique du
CNRS 4 Orléans
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il vient aprés quelques calculs:

on® T, (— 2T )
——l=—"|e "— e

62, T T.+T
[
-6 T -=
o 'ny(z ) - % g T# {avec 0 < 8 <o)
ol T.+T

on peut facilement contrdler que ¢,,(0) = ¢.(—0).

En introduisant & nouveau des valeurs relatives

T 7} [
a=—,0=—c¢et <pi';)=&’%(2

Tx Tx xX

on obtient:

8

1 2a -
- 6 N ( _J_ a)

(P"”( ) 1—a : 1+ae

1
We_ 5 -3
Gy ( )—1 =f

et

o8 1+a (e“"— 2a efi,f)
¢2(0) 1l—a 1+a
-0 _,
P (0)
La figure 7 représente la famille de courbes que 'on
obtient pour différentes valeurs du paramétre a.
Exemple 2: Fonction de transfert du deuxiéme ordre

Nous supposons & nouveau que la fonction de trans-
fert g(p) peut étre mise sous la forme suivante:

1 P1 P2
g(p) = =
(pT,+D(T+1) (p—p)(p—p2)
1 1
avee py=—— s P2 =— —
' Ty T;
P1P2 P P2
&y = ——=e—g
Pi—P:2 P2—P1

En appliquant la formule indiquée ci-dessus nous
obtenons:

‘ny(g)z P1P2 Ko
05 (k—p)(k—p2)
eple ePza
+2k[}71p2 o ’ PiPz L 2]
pi—p: pi—k pa—p; p—k
@y, (6) {
——= Rk
or. i\ k—pOlk—p2)
2k em& emﬂ
+ i ( 72 N z_kz)}
P1—P2 \P1 23 /
P1 P2 ko
e —0)=—""——¢ (avec 0 < @ <)
i’ (p1+k)(p2+E)
En posant
" 1 1 t 1
= ) = e — e = e e
T Py T, P 2

()
P
in
f(:] a=10

= | /-——_‘&

0.5

4] 1 2 3

Fig. 7 Famille de fonctions de corrélation mutuelle norma-

lisée (pi:,) entre les grandeurs d’entrée x et de sortie y d’un

systéme du 187 ordre

on obtient aprés quelques calculs:

4

ol) TP T® "
o2, (T,—T)(T—T,)
] )
L 2% (Tfe % T.fe_'r’)
T,—T,\T:=T? T}-T?
(ny(—G)_ sz £

Tx

) _(TI T ET) e (avec 0 < 8 <o)
En posant T, =2, T, =6 et T, =5 on est conduit
a la fonction de corrélation mutuelle représentée par
la courbe 2dela figure 3%, On voit que contrairement
4 la fonction d’auto-corrélation, cette fonction de
corrélation mutuelle est dissymétrique par rapport
i l'origine et qu'elle passe par un maximum pour
0=5.

5.2 Cas avec racines complexes
. m
En posant p; = x,+]jx; pour i = IE avec x; <0

et p; réel pour j=m+1...n avec p; <0 ainsi que

o

C,+jD;, =

* Voir NT. 5/1972
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la relation obtenue précédemment devient:

%(9)

xx

(k} ko

Z
+4k Z [Cicos y,0— D, sin y; 6] e

+2k etrs
-n§+1p_.
g
A e (avec 0 < 0 < o0)

5.3 Cas avec pdles multiples

En utilisant les mémes notations que dans le cas du
calcul des fonctions d’auto-corrélation, on obtient
en admettant & nouveau que p, est un pdle multiple
d’ordre m:

cpxy(e) gt

e~ ¥V B £
o2, g(k) z; 1)!e o}
+2k E e"-’ﬂ
i= m+1P_p
s i do=h o _ N(-x)
T m—i T d.x"' = 2—k2 n
( ! (—x—p.) | x=p,
r=m+1
)
ep,( )—g( kye* (avec 0 < 6 < w)

IA‘

5.4 Cas particulier ol p,=%

En effectuant des calculs similaires 4 ceux effectués
pour le calcul de la fonction d’auto-corrélation dans
ce cas particulier, on obtient:

%( 9)

xx

= (B, +a,0) +

+2kz

1o [d%m'x)]x:_k]

avec B,=uqa, +
‘ Lp,, A NGB

L]
eﬂ'!

CP.xy( 7 9)
z

xx

=g(—k)e* {avec 0 < @ <)

5
5.5 Généralisation au cas ol ¢, = 02, Z a, "1l
s=1

On obtient en tenant compte de la linéarité des
phénoménes pris en considération;

Cny(ﬁi) 2 r
Zg(ks)a 42 Y a e E 5
5= 1p_,»—k
9 5
CP::( ) Z —k)a, (avec 0 < 0 <o)

6. Calcul de la variance o2,

6.1 Cas avec racines simples et réelles

En posant 6 =0 dans 'expression de la fonction
d’auto-corrélation, on obtient aprés quelques cal-
culs:

Cette expression est également valable dans le cas
particulier olt k =p,.

Exprimée en donnant & «; et g(—p;) leurs valeurs
en fonction des poles p; on obtient:

% i N'(p,-)-N'(—pr)
T 1k H (7;-py) H(pﬁm
(HEJ)

Exemple 1: Fonction de transfert du premier ordre

Py
g(p) = e
pT+1 P—n
1
avec p; =ﬁ? et ay =—py
41
(=p )-( )
C‘i: 1 (=2py) Py T
ol pi+k p1+k T+T,

Exemple 2: Fonction de transfert du deuxiéme ordre

1 Pi P2
g(p)= =
(T +1)(pT+1) {(p—p)(P—p))
1 1 PP PiP2
avec P1—— ,Pz— = P
T, Pi—P: P2—P1
P1P:2 1

a§y=72[P1P2_ )
Pi=pP2 (=2p ) (p1+p2) pi+k

PPz D1 P2 ) 1 ]
p2—Py (P2+p)(—2p3) pa+k

Aprés quelques calculs on obtient:

2

Ty _ PiP: (l k ) _
o2 (p1+R)(pz+k) P1tP;2
__ mpa(itpath)
(py+p2) (1 +K) (py+K)
en posant
1 1 1
=——, =——c¢th=——
P T, P T T.
on obtient:

Giy T.(LWT AT, T+T,T)

o (LATENTLA+ENGA T
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La figure 8 représente la famille de courbes obtenues
en fonction de T, avec T, pour paramétre dans le
casou T, =1.

Cette expression est également valable dans le cas
de racines complexes. En posant:

pr=—a+jQ
pp=—u—jQ
k =—1
on obtient:
o'fx_ Q@ to? ( & 1)
o QP42ate+1 2a

¥y

La figure 9 représente la famille de courbes que I’'on
obtient en fonction de 1/ avec le facteur d’amortis-
sement o comme paramétre. Il est intéressant de
constater que pour de faibles valeurs de ce coefficient
d’amortissement, le rapport 67, /o2, peut prendre des
valeurs supéricures 4 1.

Exemple 3: Fonction de transfert du troisiéme ordre

PiPa2Pa
(p—p)(P—p2)(p—p3)

On obtient aprés quelques calculs:

glp)=-

m_ PiP2Pa
o2 (P +R) (P2 +R)(ps+K)
(1 +k2(P1+P2 +p3)k(p, +ps +P3)2)
(p1+p) (P + PP+ p3)

6.2 Cas avec des pdles multiples

Nous admettons 4 nouveau que p, est un pdle mul-
tiple d’ordre m.

En posant # =0 dans I’expression obtenue pour la
fonction d’auto-corrélation, on obtient:

2

22— g e(-k)+

- nooo [dVg(—x)
+2“[Z (-1 |ax™? Z—kz}

& e g(—p
+ X __k;]

ji=m+1

s
6.3 Généralisationaucasou g, () = 62, Z aget ¥l
§=1

En tenant compte 4 nouveau de la linéarité des
opérations effectuées, on obtient:

7. Calcul de la covariance

7.1 Casderacinesréelles, complexes et multiples

En posant 8 =0 dans l'expression obtenue pour la
fonction de corrélation mutuelle ¢, (f), on obtient

Glyy
Gl ax
1
T 20
|~
\ .
05
/T1 C05
\&/ T
§¥
0 1 2 3 % 5 T

Fig. 8 Rapport entre la variance o'i, de la grandeur de sortic

et celle fo de la grandeur d’entrée pour un systéme du
2# ordre avec des racines réelles

B2yy
Bixx

35

I
v
=
\
b

hﬁ
4

1

e

Fig.9 Rapport entre la variance crf,y de la grandeur de sortie

et celle o‘,%x de la grandeur d’entrée pour un systeme du
2¢ ordre avec des racines complexes
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Fig. 10 Schéma fonctionnel du circuit de réglage d’un
groupe hydro-électrique en marche isolée

I’expression suivante:

| qu

2= g(—h)

1
B
"

Cette expression, remarquable dans sa simplicité, est
également valable pour les cas de poles complexes,
de poles multiples et dans le cas particulier o
p=k

s
7.2 Généralisation au cas o1 p_ (§)=0a2, 2 a, el
s=1

Compte tenu de la linéarité des opérations, on
obtient;
a;

5
0-_2.\’ e 2_, asg(_ks)
x: s=1

x

8. Utilisation des relations de filtrage d'un
systéme soumis A des fluctuations
aléatoires pour I'identification paramétri-
que de sa fonction de transfert

Dans de nombreux cas de la pratique, la fonction
de transfert de plusieurs des éléments d’un systéme
de réglage automatique sont connus; par contre, on

souhaite pouvoir identifier le ou les paramétres
caractéristiques de I'un des éléments de ce systime
de réglage. Lorsque I'on peut faire une hypothése
sur la structure de la fonction de transfert de cet
élément, on peut déterminer la fonction de transfert
qui relie la ou les grandeurs d’entrée et de sortie de
ce systeme. Cette fonction de transfert peut étre d’un
ordre élevé avec cependant un nombre relativement
faible de paramétres a identifier.

Les relations générales données ci-dessus peuvent
étre avantageusement utilisées dans ce but pour
identification de ces paramétres & partir d’échan-
tillons de caractére aléatoire des grandeurs d’entrée
et de sortie de ce systéme en utilisant la procédure
suivante applicable dans le cas de systémes avec une
seule grandeur d’entrée et de sortie:

- on calcule ces fonctions et variances en prenant le
ou les grandeurs 2 identifier comme paramétres
variables

- on compare les résultats mesurés et calculés et par
identification on détermine la valeur du paramétre
a identifier qui fait coincider au mieux ces résul-
tats

Le principe de cette méthode est illustré 3 1"aide des
3 exemples donnés ci-dessous.

Exemple 1

La figure 10 représente le diagramme fonctionnel du
circuit de réglage d’un groupe hydro-électrique en
marche isolée.

La fonction de transfert qui relie les fluctuations de
la charge (grandeur d’entrée) et la fréquence du
réseau (grandeur de sortie) est la suivante:

1
¥y pT+a
BolP) = 7= Ty 1—2pT, 1
e
P’LT,+pT,
ey

Nous obtenons ainsi une fonction de transfert du
troisiéme ordre.

Nous admettons que le paramétre 4 identifier est la
constante de temps T, du systéme hydraulique et que
cette identification doit s’effectuer sans troubler
I'exploitation, sur la base d’échantillons de la gran-
deur d’entrée x {fluctuations de la puissance con-
sommée dans le réseau), et de la grandeur de sortie y
(fluctuation de la fréquence du réseau).

Nous admettons qu’a partir de ces échantillons on a
déterminé le rapport C de la covariance aﬁ,, ct de la

BPLT+kT,

TP LLT AP (LT +a T, T,—2bT, )+ p(a T+ b T,—2T)+1

variance ¢~, exprimée en valeur relative

ainsi que la variabilité & des fluctuations de la gran-
deur d’entrée x.

Compte tenu de la relation donnée ci-dessus, ce
rapport est obtenu en remplagant p par —k dans
Iexpression de la fonction de transfert (avec & < 0),
nous obtenons I’équation suivante pour le paramétre
a identifier T:

C

BT LT+ (Ll ral, L—2b LT+ e + 6T —2T)+1

EUPT. TL+kaT+1) —kT,

T =
¢ —ECT,T,+k (T,—CaT,+2ChT)+kC(2 —b)
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Exemple 2 )
La figure 11 représente le schéma fonctionnel d'un s P L — !

o LepTs 1+pT2 1+pTs
systéme de réglage du troisiéme ordre avec les para-
meétres Ty et T, & identifier.
La fonction de transfert de ce systéme est la suivante:

; Fig. 11 Schéma fonctionnel d'un systéme de réglage du
Yy (A+pT) (1+pTy) 3¢ ordre
gxy(p) s
x a 1 1
1+ . .
1+pT, 1+pT, 14+pT;
2Py =2 = i ad ol
b x p LT T+p AT, T,+T, T+ L T)+p(T,+ T+ Tu)+1+a
Nous supposons que k =— 1 et T; =0,5. gramme permet de déterminer immédiatement les

La figure 12 représente en fonction des parameétres 4 valeurs correspondantes de T, et de T5. Si le sys-
identifier T, et T, le lieu des points avec la variance téme évolue dans le temps, ce diagramme une fois

o2, et la covariance o2, constantes. établi permet de suivre immédiatement les variations
Lorsque ces variances ont pu étre mesurées, ce dia- de ces paramétres.
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Fig. 12 Lieu des points & variance et covariance constantes ¥ ;x
du systéme de réglage donné par la figure 11 en fonction des AR R ny/ L
parameétres a identifier T7 et T A= zone installée
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Fig. 13a Echantillons des fluctuations du signal de réglage
d’une centrale asservie A un réglage de résean
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Fig. 13b Echantillons des fluctuations de la puissance de la
centrale de réglage asservie au signal de réglage représenté
par la figure 13a
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Fig. 14a Fonction dauto-corrélation du signal de réglage
correspondant 4 ’échantillon représenté par la figure 13a

05

0 "0 7 Tz 60 80 mn
Fig. 14b Fonction d’auto-corrélation de la puissance de la
centrale asservie au réglage correspondant A [’échantillon
représenté par la fisure 13b

05,

2 3 9

Fig. 15 Identification de la constante de temps d'un systéme
du 1€t ordre au moyen de fonctions d’auto-corrélation

Exemple 3

Dans certains cas, il est difficile de connaitre I’échelle
des fluctuations des grandeurs d’entrée et de sortie.
D’autre part, le calcul de la covariance nécessite de
connaitre de fagon précise la simultanéité des échan-
tillons des grandeurs d’entrée et de sortie, ce qui
peut offrir-certaines difficultés. Il est alors préférable
de pouvoir utiliser la fonction d’auto-corrélation de
la grandeur de sortie, sous forme normalisée. Cette
méthode a été utilisée pour déterminer la fonction
de transfert d’une centrale asservie & un réglage de
réseau, & savoir la fagon dont elle réagit aux ordres
de réglage qui lui sont donnés. En premiére approxi-
mation, on peut admettre que cette fonction de
transfert est du premier ordre avec une constante de
temps qu'il s’agit d’identifier.

La figure 13 donne un exemple des fluctuations du
signal de réglage et des variations correspondantes
de la puissance de cette centrale,

La figure 14a représente la fonction d’auto-corréla-
tion correspondante aux fluctuations du signal de
réglage. On voit que cette fonction d’auto-corréla-
tion correspond & une courbe exponentielle avec une
constante de temps égale 4 environ 22 mn.

La figure 15 représente la méme famille de courbes
d’auto-corrélation sous forme normalisée donnée
par la figure 3, mais sur laquelle est également repré-
sentée sous forme normalisée (courbe ¢) la fonction
d’auto-corrélation donnée par la figure 14b. On voit
que cette fonction est située entre a = 0,2 et a=0,1.
On en conclut que la valeur a du paramétre a cor-
respondant 2 la fonction de transfert i identifier est
égale a

a=015=

=

d'ott T=2aT,.=0,15-22 = 3,3 mn.

9. Utilisation des relations de filtrage d'un
systéme soumis i action de fluctuations
aléatoires pour I'optimisation de ce
systéme

Dans de nombreux cas 'optimisation d’un systéme
consiste & ajuster un de ses paraméires variables de
fagon A extrémaliser (en général minimaliser) la
variance caractérisant les fluctuations de son signal
de sortie.

Nous avons vu les relations qui permettent de cal-
culer la variance caractérisant les fluctuations de la
grandeur de sortie, en fonction des péles de la fonc-
tion de transfert. 8i le paramétre variable correspond
4 un de ces poles, il est facile de procéder 3 cette
optimisation en dérivant 'expression de cette va-
riance par rapport & ce pole, puis en annulant cette
dérivée.

D’une fagon générale, le paramétre d’optimisation
est figuré de fagon implicite dans les poles de la
fonction de transfert et il n’est pas possible d’obtenir
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une relation directe entre ce paramétre et la variance
qu’il s’agit de minimiser. La procédure & suivre est
alors la suivante:

— déterminer les coefficients du polynéme du déno-
minateur de la fonction de transfert en fonction
du paramétre d’optimisation, et calculer ces coef-
ficients pour différentes valeurs numériques de ce
paramétre (p.ex. pour 10 valeurs)

— calculer les pdles de cette équation pour ces va-
leurs numériques

— calculer la variance a,fy pour les différentes valeurs
de ces poles et représenter le résultat ainsi obtenu
sur un graphique en fonction du paramétre d’opti-
misation. Si cette courbe présente un minimum,
on peut en déduire la valeur du paramétre corres-
pondant 4 Poptimum recherché

Cette procédure nécessite donc une triple transfor-
mation:

— pour la détermination des coefficients du dénomi-
nateur en fonction du paramétre d’optimisation

— pour la détermination des pdles de la fonction de
transfert en fonction de ces coefficients

— pour la détermination de la variance afy de la
grandeur de sortie ¥ en fonction de ces poles

Une autre approche est de construire le diagramme
des valeurs de la variance en fonction des paramétres
d’optimisation. Ainsi que le représente par exemple
la figure 12 pour le systéme de réglage représenté
par la figure 11, et si le paramétre T, est connu, la
valeur de T, correspondant & un extremum (dans
ce cas particulier une valeur maximale de la variance)
est obtenue en tragant par ’abscisse T, une parallgle
4 I'axe des abscisses, en déterminant la courbe de
ajy qui est tangente ainsi que la valeur de T, qui
correspond a ce point de tangence.

Si on connait approximativement les valeurs des
parameétres correspondant & I'optimum recherche,
différentes méthodes devenues classiques, peuvent
étre utilisées pour accélérer la recherche de I'opti-
mum.

Conclusion

Les deux approches mentionnées dans I'introduc-
tion pour I'analyse de systémes soumis & I'action de
fonctions aléatoires, 4 savoir

— P’analyse spectrale
— P'analyse impulsionnelle

ont chacune leurs partisans et leurs détracteurs.

L’analyse spectrale a I'avantage de conduire & des
relations plus simples, ainsi que le met en évidence
le tableau donné en annexe, et de conduire & des
résultats plus précis au point de vue statistique, en
éliminant Iinfluence de dérives éventuelles. Son uti-
lisation est particuliérement indiguée lorsque la ré-
ponse du systéme présente une fréquence propre
accusée, car il suffit de connaitre la densité spectrale
des fluctuations de la grandeur d’entrée pour les
valeurs proches de cette fréquence propre.

Son inconvénient est de conduire & de longs caleuls
pour la détermination de la densité spectrale corres-
pondant 4 un échantillon donné, en particulier pour
les fréquences basses du spectre.

L’analyse impulsionnelle est basée sur T'utilisation de
fonctions de corrélations ou de corrélations mu-
tuelles. Ces fonctions se laissent beaucoup plus aisé-
ment caleuler pour un échantillon donné que les
densités spectrales correspondantes. D’autre part,
ces fonctions permettent de calculer facilement les
variances et covariances. Elles se prétent bien pour
létude de systémes dont la réponse impulsionnelle
ou indicielle présente un caractére fortement apério-
dique sans fréquence propre.

En fait, ces deux approches sont complémentaires,
chacune éclairant un aspect particulier des phéno-
ménes pris en considération; il y a intérét 4 les
connaitre I'une et I'autre, voire a les utiliser simul-
tanément pour procéder 4 des recoupements en se
souvenant de la parole de R. Poincaré: «C'est en
comparant les aspects différents des choses que nous
pouvons comprendre leur harmonie intime qui seule
est belle et digne de nos efforts [17].»

Annexe

Définitions et relations de base de la statistique dynamique

x = Grandeur de sortie d’un systéme linéaire
tel que défini par la figure 1

¥ = Grandeur de sortie de ce systéme
g(f) = Réponse impulsionnelle
g(p) = Fonction de transfert

G.jw) = Réponse harmonique

9.{(#) = Fonction d’auto-corrélation
e

1

e Hx(t+06)de

5 xoxa)

=T

(Pxx(g) = lim
T=m

9.,(8) = Fonction de corrélation mutuelle
1 +7T
0,,(0) =lim — | x(y(+6)dt=
e
o

9,,(8) Fonction d’auto-corrélation de la gran-

deur de sortie

8,,(68) =_§ g()dy [ &) 95 (0+y—mdn

g, (0) = J P (u+0) p (W) du +

= (l]. "'Pxx(u —0) (Pg(quu
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avec:

@, (0) = Fonction d’auto-corrélation de la réponse
impulsionnelle

w0
0,(0) = | g() g(t+6)dt
o
D () = Densité spectrale de la grandeur d’entrée

= j (Pxx(g)e_jwd6=

&, (w) = Densité spectrale mutuelle
D)= [ 2@ 0=, ()G (j0)
@, ()= | ,(0) cos(0)df +
+j _ji cpx,,(‘B) sin (w 0) df

d’ol:

D, (w)
=2 | 9,.(0) cos(wF)do 1 -
" 9ul0) =5 [ ©@) 000 =
®, (w) = Densité spectrale de la grandeur de sortie —w
0,y(@0) = B, () | G(jo) [ = L f D, (w) cos(w ) dw
w 2%
Py (@)= | ,(0)edo= T
- 62, = Variance de la grandeur de sortie
=2 { 9,(6) cos (w6)do - -
. 1
d’on: oy = 111-“010 5T yrdt= T—J @, (w)de
i = o
1 ;
Pal) =5 [ D) do = -
ﬂ .
" 7= - [ |6G0) [ du@ o
1 b 0
= —2—f D, () cos(w)dw -
T Ty = #(0) =2 [ (0 9,(0)d0
crﬁ,, = Covariance
o5 = 20 = | 0.0 2(0) 0
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