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RESUME

On présente dans cet article deux algorithmes utiles a la modeélisation dyna-
mique des robots : le premier est l'algorithme classique de Newton Euler &
double récurrence avant-arriére ; le second est un algorithme original de cal-
cul de la matrice d'énergie cinétique par récurrence arriére. Les deux algo-
rithmes, trés performants en temps de calcul, sontétendus afin de prendre en
compte la dynamique des moteurs et des transmissions et sont conjointement
utilisés pour la simulation dynamigque d'un manipulateur.

MOTS CLES :+ Robotigue - manipulateur - actionneur - simulation -
modelisation dynamique.

ABSTRACT |

In this paper two algorithms which are useful for manipulator dynamics model-
ling are presented : the first one is the Newton Euler algorithm in the clas-
sical forward backward recurrent formulation ; the second one is a new way of
calculating the kinetic energy matrix through backward recurrence. Both algo-
rithmswhich main feature is the computer calculation speed, are extended to
includes actuator's rotor and gear dynamical properties ; they are used in
the framework of a manipulator dynamicssimulation program
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INTRODUCTION

Le probléme de 1l'obtention des &quations dynamiques exactes d'un systéme de

corps articulés est posé depuis de nombreuses années et a regu une grande va-
r¥té de solutions,

On peut distinguer deux approches qui conduisent 3 1'&criture de ces équa-
tions : une formulation explicite de tous les coefficients intervenant dans
les equatlons et une formulation implicite oli 1'utilisation de récurrences
permet de n'Ecrire les €quations que pour un corps générique. La premiére
formulation permet une simplification aisée des équations pour une configura-—
tion mécanique et géométrique donnée, mais nécessite des moyens logiciels de
calcul formel des coefficients. La qecondeformulatlon fait 1'objet des déve-
loppements qui vont suivre, elle permet d'&crire des modules logiciels per-
formants en temps de calcul dans le cas ol 1'on ne particularise pas les
€quations a telle configuration mécanique ou géomélrique On utilise deux
algorithmes pour le calcul de la matrice cinétique et pour le calcul des
termes complémentaires (Coriolis...) qui sont évalués globalement. Les iner-
ties mobiles des moteurs et des reducteurs, dont 1'effet dynamique peut étre
non négligeable, sont &galement prises en compte d&s 1'abord,



I - DESCRIPTION DU MANIPULATEUR

Les algorithmes présentés s'appliquent a des chaines cinématiques simples. Ils
peuvent s'étendre aux structures arborescentes sans boucle. La chaine est cons-
tituée de n corps mobiles C,a Cp et d'un corps fixe C,, 1iés par n articula-
tions 0] 3 0, 3 un degré de liberté.

Pour chaque argiculatiou 0; séparant les corps Cj_ et‘3i, on associe deux
points O; et O; appartenant respectivement A ces deux corps et d 1'axe de
l1'articulation, On associe 4 cet axe un vecteur unitaire ki fixe par rapport
aux deux corps.

La coordonnée généralisée qj est définie comme suit :

= pour une liaison rotoide : qj egt l'angle entre deux plans fixes dans o

et Ci et contenant kj ; O; et O; sont confondus : on pose Qi=l, T,= 0

. . . . — = 73 o
— pour une liaison prismatique : q; est définie par 0; 01 = a3 ki 5 on pose
Dy =0 i = 1

- + '-.‘P -? -
A chaque corps‘gi est assoclé un repére orthonorme-ﬂi(oi, 1i,ji,ki). Notons :

Pj les matrices de passage deRj_| a R{ pour la configuration origine (qi=0) ;

Si la matrice de passage de Rj-] d R; pour une configuration quelconquey on

o 5; = Pi [Ti 1+ p; Ri] avec Imatrice unité et
e qi ~sin qj 0
R, = sin q4 cos qj 0
L O 0 1

I.1 - Données sur les corps

, . — e
Li : composantes dans le repére X; du vecteur Ei = Oi Oi+l
m, : masse du corps C;
i - e
d.1 ! composantes dans.ﬁi du vecteur dy = 0i Gi’ G.l centre de gravité du corps
Ci de masse my
Ii : composantes dans Ry du tenseur d'inertie Ji du corps C% en G;

1.2 - Données sur les actionneurs

On considérera dans la modélisation que les actionneurs dont les effets iner-
tiels ne sont pas négligeables devant ceux des corps entrafnés; ainsi, les

masses et inerties des vérins hydrauliques seront inclus avec ceux des corps
auxquels ilssont 1liés,

La modélisation présentée ne permet de représenter que des actionneurs My cons-
titués d'un moteur (&lectrique ou hydraulique) et de son boitier de transmis-
sion portés par le corpsC ;.| pour actionner le corps C.. L'extension au cas
ol le moteurMy est porté par le corps C%—k avec k > | conduit & ces calculs
trop spécifiques des syst®mes de transmission utilisés.
Notons : i
€. ¢ les composantes dans K. du vecteur unitaire €; porté par l'axe rotor de
1 l'actionneurJ{i+1. Cette direction peut &tre quelconque.

1'inertie autour de son axe E},I de 1'actionneurJy et de la pignonnerie
de 1'arbre d'entrée rigidement liée a ce rotor. L'appellation rotor est
Etendue @ cet ensemble.
imi : 1'inertie du rotor autour d'un axe principal d'inertie perpendiculaire

a4 1'axe &j_] (avec 1'inégalité classique pour un solide de révolution
i, >gg-2)

mi —

Jni



: . L i i d ;
I . : composantes dans-ﬂj du tenseur d'inertie Jm1 du rotor de JL1+1 au

ML centre d'inertie du rotor, on démontre que :
. . E s
= L all €, E.#41 . 1
Iml (Jm1+l m1+i) i 1 mi+]
I P .
e 8& e :
que l'on peut r ;Crlf : . Et s 22
mi  Imitl "1 %17 Ymitl G4

3 - 3 N - L
On utilise ici la notation v pour exprimer les composantes de la matrice
e . 2 - e . - e - » =
- assoclée ou tenseur antisymétrique v lui-méme associéd 3 l'cperatlon pre—
. . - x
produit vectoriel par le vecteur v,

Remargue sur les masses et inerties :

La masse mj du corps C; comprend &galement la masse du carter, du rotor et

de la pignommerie de 1'actionneurdué+l &:1'exception de la masse de son arbre
de sortie (rigidement 1ié au corps Cj,|) qui est comprise dans m. 30 inclut
donc également la masse de 1'arbre de sortie de ;.

Le centre de gravité Gj correspond 3 1l'ensemble de masse m; noté CI . Appe-
lons J; le tenseur d'inertie en G; de l'ensemble C{ de masse mj (incluant
donc le tenseur d'inertie du rotor Jmi ) ce tenseur concerne des ensembles
animés des vitesses de rotation différentes ; on utilisera également le ten-
seur Ji définit par :

’
io=n ==
Ji i Jmi
Notons encore :
@, ¢ le rappert de réduction du boitier de transmission de 1'actionneurs;
£, ¢ le coefficient de frottement visqueux de 1'actionneurs; "ramend" sur
1'axe de sortie . 5
( E.=a2 E _.+E )
V1 1 vel V81

q_. + la force ou le couple de frottement sec s'opposant au mouvement de
1'actionneur JLi "ramené" sur 1'axe de sortie :

= o +
(qsi Ql qsei qssi)

I1 - L'ALGORITHME DE NEWTON-EULER AVEC ACTIONNEURS

L'algorithme de Newton-Euler [HOL 80] permet de calculer les forces générali-
sées aux articulations a partir de la donnée de la configuration q (q; pour
i=12an) et de ses dérivées q et q . Il procéde en deux &tapes : une récur-
rence avant permet de calculer les vitesses et les accélérations de chaque
corps puls une récurrence arriére permet de calculer toutes les forces et cou-
ples de liaison et en particulier les forces généralisées aux articulations.

Notons :

il il . - . 5 -
W, : vecteur vitesse instantanée de rotation de R; par rapport 2R, (supposé
. énertiel) ’

+

W. T o g%) dans

i dt (OQ 1) = j{.o

et d _'_-* i

v, = = (0, G.) dans R,

1 dt b5

- & - o .

S vecteur vitesse lnstantanée de rotation du rotor deﬂﬂi+l par rapport
—3 a :R.:o +

f.. : force inertielle du corps Ci

“"Ll " - " -

c,; = moment inertiel du rotor du moteur Jbi+]en son centre de gravité

- . . s -

¢ . : moment inertiel en G. du corps C. diminué de ¢ ,

ci i i ai



I1.1 - Récurrence avant

Pour i = | @ n,on a alors les formules de récurrence suivantes :

X £, .+ K
1 Tl Ty
e s =+ % L i o
S TIE S 0 e i T
-+ _ - i L3 ﬁ
“y Ty TR R Yy (1)
- -+ + -+ . * “ﬁ
Yi TV TR Mo T Yy K
-+ P -+ % -+ "&
¥ L S L
:i- —‘? ) as e + . -+ -
Jm. = wi-l % (ql Ei—l a3 wiﬂi“ Ei*i)
'—)-1_1 ‘3 . 1‘: . > 'i:
= + 0. (qQ: k. *+ Q. w, :
mi w'—l pl (ql 1 93 wl—ll i )
% = 5 - -+ > - . o> . - >
= + iq b8 : . )+1. (g, k,+2q, 0. :
vy Mol PO Mg Ym0 w A 0T (ke Hog e, x k)
= . + " . ;. .
ke TR %5 Wikl ©
- 3
fei = m (vi - g)
-y o -+
“a; - Jm. (wm. )+ “n, X Jm. (wm. )
1=1 i-1 i~1 i=1 i-1 -1
== 7 s [ -
= v ” + .
cc_l J; W)+ le (w,)
Ces formules sont initialisées par
- -+ -+ - T
Wa = We = Wes == We =0

I1.2 - Récurrence arriére

Notons %ir Ei le torseur exercé en GI sur le corps 204 par le reste du manipu-
lateur. Les formules de récurrence arridre sont obtenues en écrivant les théo-
rémes généraux de la mécanique, 3 chaque itération, & 1'ensemble constitué

par le corps Ci et par l'actiomneurMy,|; porté par ce corps. Compte tenu

de la signification des données massiques et inertielles, on a pour i = n 3 1
les formules de récurrence sulvantes :

P
1 i Sor e

i
¢ =¢ d. xt 3. < f 5 =
c. = ¢. i + A, + ¢ + c
1 i+l i% e. 1% *i+1 c; ajg
-+ - -+ -+ -
q. = (1. £, + p. ¢c.)* k, + o, ¢ g,
a. 1 11 1 i Ta. 1-1
¥ |
-+
5 X - . a . - -+ + -+
Les formules sont initialisées avec ¢ = f = c 0
n+l n+l

a

n+l
Les g,. seront appelées forces généralisées axiales. L'algorithme de Newton-
Euler est utilisé ici comme méthode de calcul du vecteur q, ¢

q, = Qla, 3, @

IT1 - CALCUL DE LA MATRICE D'ENERGIE CINETIQUE

L'algorithme de calcul par récurrence arriére [MAM 81] des éléments ajj de
la matrice d'énergie cinétique A a &té étendu ici au cas du manipulateur moto-
risé,.



111.1 - Etablissement des formules de récurrence

Appelons ej l'énergie cindtique de 1'ensemble corps Cj avec actionneur ;.
Compte tenu de la signification des données massiques et inertielles, on a :

- - . -+ J; —a—) + + (+ )
2eg mmy vyt vy vy - i) 0 e 3y Oy
1 b 1
Posons "
2eR = y 291
-+ - -+ -+ -+
U;L.w vy Qo) + 2w s xwy)
z . - =+ E - -> g ri - . (2)
v 20 q. g . + 2w . q. t, . + a,. q. q.
k f=kel L ki k i=k+l T ki i+l jok+] ij "1 7]

ot les aij sont les ¢léments de la matrice d'énergie cinétique A.
En exprimant que :
et en utilisant les formules de récurrence (1) pour mettre les termes du 2&me

membre de l'expression précédente sous la méme forme que (2), on obtient les
formules de récurrence suivantes sur les facteurs de (2) :

Bie1 = e ™ Tieg »
R s —" oAr
= 2 - 53
Qeoy = U+ oy - dk 17 M Meer M e YO )
- - =
Boell T B Mg zk—i Kk k-1
: e (u, X K+ 0. [Q (4% - (mak )]
Btk T % Jmp Fke1 Y Tk (e Meen T MR Kt P (g4 i)
-
e ™ W My W TR T x &
T T Jm, " T M e - @ o)
-+ _ G L}t
Bi-11 ~ &ki T Mk-1 R
> = .
tk—hi =ty pour 1 = k+]1 d n
_ -+ > -+
B T P B T Ty ) Ky

I11.2 - Algorithme de calcul des éléments de A

L'algorithme proposé ici explicite 1'organisation des calculs des composantes
des vecteurs et tenseurs définis ci-dessus. Il conduit au calcul par récurren-
ce arriére des aij'

Les composantes des vecteurs et tenseurs sont toujours exprimées dans la base
relative & 1'indice (ou au premier indice quand il y en a deux) du vecteur ou
tenseur con51dere, on conserve la notation x pour calculer les composantes
d'un produit vectoriel. L'algorithme comporte trois &tapes :

. Premiére &8tape

Les quantités suivantes indépendantes de la configuration sont pré-calculées
pour k =1 a3 n ¢ n
W= I om,
i=k *



L 2

= e T 2
S Lo-omodi -0 ey
b = ommdy T Py Mg Yy
ainsi que :

qan Tn Ha * pn Cn (3,3)

ces quantit@s font apparaitre les masses et inerties des "corps augmentés'.

Les quantités suivantes dépendant de la configumion sont calculées pour
k=2 a n

Ak—l = Ek—l + Tk q Pk(.3)

8 Pk['ck I+ Py Rk]

Sl n'est pas calculé, en effet A est indépendante de qq-

. Troisiéme étape récurrence arriére
Initialisation
L}
n « b
= £
Q 43

Boucle générale de récurrence arriére k = n 3 2

n' + 8§, n'

k
B =Ty A
n" «n' + Ty b'
Q «5,Q

Calcul du terme ak—Lk

1
LT My Pk(.S) * o0 g Pk(.3)
. & i "
g+ % Jmk Ek—l Tk n' x Pk(.3) + Pr [Q(.3) + Ak-lx t]
Beaik =1t #0803

Calcul des termes supérieurs (sauf pour k=2) ; boucle interne de récurrence
arriére pour i = k-1 3 2 3

Jt*—Sit
g «t--S.1 g+ Ai—l Kt
[ T Tt ¥ By, B

Calcul du terme diagonal précédent a1 k=1

e T

Q* Aoy ®
Q=+ C +QSt+Q'+Q't+Tr)I/ /1;"
k-1 k k "k-1
fesd b=k "Mt w7 Taemn sy P B @ 163

k-1
T (]
n' = b. & W
k~1
Cet algorithme effatue le calcul de la matrice d'énergie cinétique,en utili-
sant sa propriété de symétrie, dans 1'ordre suivant :

7



aLl al.2 S W aLn—Z al,n—l aLn
+ 4 4 4
"22 : : :
. + + 4
— an—ln—l an—3n—] an—in
4 4 +
an—Zn—Z — in—Zn—! in—Zn
%n- In-1 Lo éln-—],n
,f
a
Ordre de calcul des €léments By
-

1]

IV - MODELE DE SIMULATION

Le formalisme de Lagrange permet d'obtenir les &quations de la dyna-
mique du manipulateur sous la forme :

*n L]
A(q) + q + s (g, q) =q
Ll - . ) - - -
oili s{q,q) est un vecteur complémentaire de forces généralisées incluant les
forces de pesaateur, centrifuges coriolis...et gy le vecteur des forces géné-
ralisées axiales précédemment défini. On constate immédiatement en faisant

a = 0 dans ce systéme que :

ch, é.) 5 Qa(q’ g, 0)

L'algorithme de Newton-Euler peut donc &tre utilisé (avec q nul) pour calcu-
ler le vecteur complémentaire s,

- Appelons € le couple généré par le systéme de puissance du moteur. La
force générilisée axiale Qa; est alors donnée par :

G, % %, ~ gv. 9 - qs_.(51gne ar qi) (3
1 1 n 1
Le modéle de simulation du manipulateur motorisé s'écrit :
ve -1 .
¢ =4 [q,-Qq, (a,q,0)]

A est calculé par 1l'algorithme récurrent arridre
Qa(q,4,0) est calculé par 1'algorithme de Newton-Euler
q, est donné par 1'expression (3).

VI.1 - Coit en opérations arithmétiques des algorithmes présentés

Afin de permettre une comparaison avec les résultats publiés sur ce sujet,
nous avons évalué le nombre de multiplications et additions des différents
algorithmes roposés. Cette évaluation est faite sans prendre en compte les
actionneurs, pour um manipulateur ne possédant que des liaisons rotoIdes,
avec une disposition quelconque des corps et des axes d'articulatioms.

. Calcul des matrices de changement de base S;p 1 =12 n:
M = 12n A] =6 n
d partir des sin(qi) et cos(qi)
. Algorithme de Newton-Euler : calcul de Qa(q,q,d)
M, = 149 n - 89 A, =130 n - 76

, 2
. Algorithme de Mampey : calcul de A(qg)

M3 = 12 n2+ 26n-47 A3 =9 n2 + 35 n - 67
8



. Résolution du systéme par Choleski [BOU 68]

M, = (@ + 90" - 10n)/2 A, = (0" + In)/2
]‘ n=6 Multiplications Additions
|Matrices de passage 48 36
[Newton Euler 805 704
Mampey 541 467 .
iCholeski 240 27
| "TOTAL 1 634 1 234

Application numérique au cas n = b

Notre &valuation du cofit en opérations de 1'algorithme de Newton-Euler recou-
pe celle faite par Hollerbach [HOL 80] ., On voit donc tout 1'intérét de

cet algorithme qui apparait deux foils plus rapide pour n = 6 que la méthode
de Uicker Kahn am&liorée par S.Megahed et M.Renaud [MEG 82]. L'algorithme

de calcul de la matrice d'énergie cinétique par récurrence arriére est 3
notre connaissance deux fois plus rapide que les algorithmes concurrents

d l'exception des méthodes évaluant les &léments a;; par interpolation

dans 1'éspace d'état sur des valeurs précalculées [ﬁOR 78 -]. Ces méthodes
ont le désavantage de demander une place mémoire tr@s importante qui augmen-
te exponentiellement avec la prec151on requise pour les calculs. L'algorith~
me de Choleski pour résoudre A § = y est cité ici & titre illustratif pour
compléter 1'évaluation du cofit d'une boucle de simulation. LBOU 68]

1vV.2 - VYalidation de la simulation

Les algorithmes présentés ont &té utilis@s pour batir une simulation générale
de la dynamique des:mnipulateurs d n degrés de liberté. La simulation a été
€tendue au cas ol le corps porteur C, est lui méme mobile dans 1'espace

(avec 6 degrés de liberté supplémentaires) et soumis A des forces extérieures.
Cette simulation a €té utilis@e [CHR 82] pour simuler un satellite actif
portant un manipulateur (ensemble 3 12 degrés & liberté). La validation de

la simulation a €té obtenue de deux maniéres différentes :

- validation par surveillance des 7 grandeurs cinétiques : un mod&le externe
d la simulation vérifie les théorémes généraux sur les grandeurs cinétiques

1/ - variation de 1'énergie cinétique = travail des forces intérieu-
res et extérieures

2/ - variation du vecteur quantité de mouvement = intégrale des for-
ces extérieures
3/ - variation du vecteur moment cinétique = intégrale des moments
des forces extérieures. :
Chague vecteur ayant trois composantes, 7 grandeurs scalaires sont ainsi
contrblées. Ce test extr@mement sensible est 3 notre avis un outil indis-
pensable de vérification du logiciel associé aux algorithmes de simulation.

validation par comparaison avec une simulation bitie indépendamment sur
des principes différents, mise en oeuvre par le CNES. La validation de
l'introduction de la motorisation dans la simulation est en cours.

- CONCLUSION

Nous avons présenté ici des algorithmes trés performants qui permettent soit
d'envisager de calculer des couples de commande en temps réel (algorithme de
Newton-Euler) soit d'effectuer des simulations de la dynamique des manipula-
teurs sur des mini-calculateurs (algorithme de Mampey). Aux &lé&ments habituel-
lement pris en compte dans la modélisation du manipulateur, nous avons ajouté
les efferg dynamiques des moteurs et des organes de transmission avec prise

9



en compte des fottements. La validation des algorithmes présentés a &té effec-
tuée avec la simulation sur un mini calculateur 32 bits Perkin Elmer d'un
satellite porteur d'un manipulateur 4 6 moteurs (12 degrés de liberté). Bien
que l'algorithme utilisé soit général, le temps de calcul obtenu pour une
boucle &lémentaire de simulation (30 ms) nous a permis d'obtenir dans ce cas
particulier une simulation temps réel satisfaisante.
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ITTustration des temps de calcul obtenus

d'illustration, nous indiquons ci-dessous les temps de calculs des mo-

dules utilis&s dans la simulation mentionnée plus haut d'un manipulateur porté
par un corps rigide mobile.

La configuration comporte 5 articulations rotoides et une articulation termina-
le prismatique. Les modules &crits en Fortran effectuent les opérations suivan-

tes
REPERE Calculs des matrices de passage d'un corps au suivant
. . o . & Calcul
ATSAT  Calcul de l'attitude du corps rigide (matrice compléte . o
" trigonométriques

de rotation) "

CINETI Calcul de la matrice cinétique A telle que2T=q Aq (projection dans un
repére 1ié au corps rigide) '

CINABS Composantes de A en projection dans un rep@re inertiel

EULNEW Calcul de termes s dépendant de q et q

CHOLES Résolution de AG =q_ - s

a

Les calculs sont effectués sur Perkin-Elmer 3242 en réel simple précision

(24 bits pour la mantisse) ; trois compilateurs sont disponibles : développe-
ment (VII D), optimiseur (VII 0) et optimiseur avec inclusion de BOUS—-pTrogrammes
dans le flot d'instructions (VII Z). Les temps sont en ms.

FVII D FVII O FVII Z
REPERE 0.80 0.65 idem O
ATSAT 0.36 0.24 idem O
CINETI 15.5 13.9 8.5
CINABS 2.0 1.3 idem O
EULNEW 16.0 14.9 7.8
CHOLES 25.5 12.0 idem O

10




